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Es wird gezeigt, daß sich aus dem gleichen Wahrscheinlichkeitsmodell heraus Reziprozitätsbeziehungen 
zwischen den Verteilungsfunktionen von Bernoulli und Pascal und einer dritten Verteilung s- 
Junktion entwickeln lassen. Diese gibt die Wahrscheinlichkeit dafür an, daß die Grundwahrscheinlichkeit 
Werte eines bestimmten Bereiches annehmen muß, wenn mit einer vorgegebenen Anzahl von Ziehungen eine 
Mindestzahl von Erfolgen erzielt werden soll. 


It is demonstrated that out of Ihe same probability model relations of reciprocity between the distribution 
functions of Bernoulli, Pascal and a third distribution function may be developed. This latter 
indicates the probability that the probability of success must accept values of a certain range, if with a given 
number of drawings a minimum number of successes is to be achieved. 


Il est demontr& que des relations de r&ciprocite entre les fonctions des probabilites tolalesde Bernoulli 
etde Pascal et une troisiöme fonction des probabilites totales se laissent developper du m&me modele de 
‘probabilite. Elle indique la probabilitE que la probabilite d’un Evenement doit accepter des valeurs d’une 
certaine domaine si avec un nombre avant-donne de tirages un minimum de succes doit Etre atteint. 

lokassıBaerca, 4YTO COOTHOMIeHHA OÖPATUMOCTH MeikAy PYHEuHAMM pPacıpezeseHunn 
Bepaynun u Ilackasna u Tperpeü dyukuneü pacıpereneunag MOryT ÖbITb NOMyYyeHbI Ha 
OCHOBAHHH ONHOH U TOU-Kke MONEJIH BEPOATHOCTeH. ITA MONEIb NAeT BEPOATHOCTB TOTO, 

 YTO BEPOATHOCTB COÖBITUA AOLKHA IIPHHHMATb 3HAYEHHA ONPeNesIeHHOH OÖNACTH, ecm pH 
SaNaHHOM YHC/Ie TUpaskeii MOMKHO ÖBITb MOCTUTIHYTO MHHHMAJIBHOE YUCHO BBIHTPHIILIEH. 


Die Beziehung 


& P 
Pelzı)rmu=par= SL N) Pt a pn Ben (1) 
0 » 


ist von einigen Autoren unabhängig voneinander. auf verschiedene Weise bewiesen worden [1] 
[4], [5]. In der Wahrscheinlichkeitsrechnung stellt die rechte Seite die Wahrscheinlichkeit W(x/n) 
_ dafür dar, daß in n voneinander unabhängigen Versuchen ein Erfolg, für welchen die Grund- 
_ _ wahrscheinlichkeit P besteht, mindestens x-mal eintritt. Die linke Seite wird dagegen als die 
$ mittels der Ba yesschen Regel und des Postulats der Gleichverteilung ermittelte Wahrschein- 
g lichkeit dafür gedeutet, daß die Grundwahrscheinlichkeit für das Eintreten des Erfolges zwi- 
schen Ound Pliegt, wenn in n— 1 voneinander unabhängigen Versuchen der Erfolg («— 1)-mal 
aufgetreten ist. (1) ist damit eine rein formale Beziehung zwischen der Bayesschen Vertei- 
£ lungsfunktion und der Bernoullischen Verteilungsfunktion, die von v. Schelling [4] 
_ und anderen [3] als Reziprozitätssatz für diese beiden Verteilungsfunktionen bezeichnet wird. 
FE Im folgenden wird gezeigt, daß sich die Beziehung (1) und eine weitere Beziehung zwischen 
den Verteilungsfunktionen der Bernoulli-undder Pascal verteilung daraus ergeben, daß 
_  esin einem Wahrscheinlichkeitsmodell verschiedene Möglichkeiten gibt, die Wahrscheinlichkeit 
_ Wia|n) aus spezielleren Wahrscheinlichkeiten durch Summation zu erhalten. Dabei wird die 
linke Seite in (1) nicht mehr als Ba yessche Rückschlußwahrscheinlichkeit gedeutet, sondern 
* als die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Grundwahrscheinlichkeit einen Wert aus dem Bereich 
“. von. O0 bis P annehmen muß, wenn in n Ziehungen mindestens & Erfolge eintreten sollen. 


RN Das hierzu verwendete Wahrscheinlichkeitsmodell hat dabei folgende Form. Eine Urne 


- enthalte Kugeln, deren jede eine der Zahlen 1 bis Rals Nummer trage. Die relative Häufigkeit 
der Kugeln mit der Nummer 1 sei p,, der Kugeln mit der Nummer 2 sei 9, . . ., der Kugeln 
- mit der Nummer R sei pr. Es gilt somit 


Bl: ee). 
- “os! 
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Dem gut durchgemischten Inhalt der Urne wird nun wahllos eine Kugel entnommen und 
ihre Nummer notiert. Danach wird die Kugel zurückgelegt, der Inhalt der Urne wieder gut 
_ durchgemischt und eine zweite Ziehung durchgeführt. Die erhaltene Nummer ist dabei rechts 
neben die erste zu schreiben. Führt mann solcher Ziehungen mit jedesmaligem Zurücklegen 
durch, so erhält man als ‚Ergebnis‘ eine aus n Nummern bestehende ‚‚Zahlenreihe‘‘, deren 
Zu: ammensetzung zufällig ist. 
Die Ergebnisse, die bei dieser Versuchsanordnung entstehen können, sollen nach folgenden 
zwei Meıkmalen unterschieden werden: 
1. nach der Häufigkeit «,, mit der die einzelnen Nummern o=1,2,..., R in ihnen vor- 
kommen, wobei 


RR‘, 
0, = 0, 1, gen, I >. 2.10; 
BSLIFN 


gilt; 
2. nach der Reihenfolge, in der diese Nummern in der Zahlenreihe von links nach rechts 
‚stehen. 

Für R=8 und n = 6 sind danach die Ergebnisse E, = (7, 1,2, 2,5, 3) und E, = (6, 8,4, 3, 3, 5) zwei 
hinsichtlich beider Merkmale verschiedene Ergebnisse, während sich das Ergebnis E, = (7,3,1,2,2,5) von 
E, nur durch die Reihenfolge der in ihm auftretenden Nummern unterscheidet. 

Die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten der einzelnen Ergebnisse ist dann infolge der Unabhängigkeit 
der einzelnen Ziehungen voneinander das Produkt der Wahrscheinlichkeiten für das Ziehen der in ihnen jeweils 
vorkommenden Nummern. Es ist daher 

w(E,)=PıP3 Ps Ps Pr > 
w(E,) = pP} Pa Ps Po Ps» 
| w(E) = PıP2 Ps PsPı> 
wenn man in den Produkten die Faktoren nach steigenden Indizes ordnet. 


Bezeichnet man allgemein mit E das aus n Ziehungen entstandene Ergebnis, in dem &,,- 
ma] die Nummer o,, &,-mal die Nummer o,,..., &,-mal die Nummer o, in bestimmter 


Reihenfolge vorkommt, wobei &, +4, +... +&,=n ist, so ist die Wahrscheinlichkeit 
w(E) für sein Auftreten _ Le ie re 
u(E)— pe pe... Pe NE EA En 
oder 
v(E)=p"p”...pE SH Nas a REES RENNEN 


wenn 5,=0 für 0=#0,P»..., 0, gesetzt wird. 


Aus diesen ‚„‚Elementarwahrscheinlichkeiten“ w(E) setzen sich nun die Wahrscheinlich- 
keiten dafür zusammen, daß Ergebnisse auftreten, die hinsichtlich der beiden Merkmale ge- 
wissen allgemeineren Bedingungen genügen. Hier sollen insbesondere zwei verschiedene Wege 
betrachtet werden, die Elementarwahrscheinlichkeiten über Zwischensummen zur Wahrschein- 
lichkeit Wein, r) dafür-aufzusummieren, daß ein Ergebnis auftritt, für das folgende Bedingungen 
gelten: Von den Nummern des Ergebnisses sollen mindestens x kleiner oder gleich r(0<r<R) 
sein, d.h.essol 0O<2r <a +0 +.:.+0,<n sein. Bezeichnet man das Auftreten einer 
der Nummern 1 bis r als Erfolg, so soll also die Zahl der Erfolge in dem Ergebnis mindestens 
x sein. Die Reihenfolge, n der die Nummern.in der das Ergebnis darstellenden Zahlenreihe uf- 
treten, soll hierbei kein Unterscheidungsmerkmal sein. % DR 2 

Die Wahrscheinlichkeit W Ken, r) selbst läßt sich sofort angeben, handelt es sich doch hierbei nur um die 


bekannte Bernoullische Fragestellung nach der Wahrscheinlichkeit dafür, daß aus einer Urne mit weißen und nat 
schwarzen Kugeln mit Zurücklegen in n Ziehungen mindestens « weiße, Erfolge bedeutende Kugeln gezogen wer-- 


en 


ER 


ae 
. 1 
” 


\ r % u ET 
den, wenn die Wahrscheinlichkeit für das Ziehen einer weißen Kugel = dp : ist. Es ist somit 
e=1 EIN 


y—=X > n ua) > 


n R BAR 2 ! eds 

Wieln,n)= 3 (%) (3%. (1-&2.)' dr SAD a A 

1 Ka, Fi 
Bei den beiden im folgenden betrachteten Wegen der Aufsummierung der E 
wahrscheinlichkejten zur Wahrsscheinlichkeit W(z|n, r) richtet sich das Interesse vor allen 
die dabei entstehenden Zwischensummen, denen eine selbständige Wahrscheinlichkeitsbedeu 


zukommt, zwischen denen sich durch weitere Zusammenfassung zur Wahrscheinli W 2 
dann Reziprozitätsbeziehungen \ergeben werden. BE, 3 ar 
Da sich diese Bedeutung sofort in jedem Fall angeben läßt, wenn man il 


der jeweiligen Zwischensumme führende Zusammenfassung der 


a I RN EL I IN EN TERM 
Ki | lat 


Be 
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sollen im A ehden diese RE ssungsvorgänge zur Darstellung des jeweils eingeschla- 
genen Weges zur Aufsummierung dienen. 

Der erste Weg, der durch die schrittweise Zusammenfassung der Ergebnisse hinsichtlich 
des Merkmals der Reihenfolge gekennzeichnet ist, besteht in folgenden Schritten: 

1. Von den insgesamt R” verschiedenen möglichen Ergebnissen fassen wir jeweils AR 
nigen zu einer Teilgesamtheit zusammen, die in den Häufigkeiten ,(o= 1,2, ....., R) überein- 
stimmen und für die hinsichtlich der Reihenfolge der Nummern in dem Erge bnis folgendes gilt: 
Die n Ziehungen, welche diese Reihenfolge festlegen, seien so in m „‚Ziehungsfolgen“ vom Um- 
fang N, N, . . -, N, aufgeteilt, daß jede Ziehung einer und nur einer dieser Folgen angehört. Es 


gilt somit 2 n„=N. Die Ziehungen in der »-ten Ziehungsfolge mit dem Umfang 


-1 ’ 
n,„»=1,2,..., m) sollen nun insgesamt „x, Kugeln mit der Nummer 1, „x, Kugeln mit der Num- 
Der 2, „AR Kugeln mit der Ans! Rin beliebiger Reihenfolge ergeben. Für die Häufig- 


keiten „x, hat daher zu gelten > Ar) 
Ny! 


Da in der »v-ten Bene stolge Vertauschungen der Reihenfolge möglich 


Klara. ar! 
sind, beträgt die Anzahl der zu der betrachteten Teilgesamtheit gehörenden Ergebnisse 


nd Ny! 
va! va! ... YAr! N 


Die Wahrscheinlichkeit dafür, gab ein Ergebnis aus dieser Teilgesamtheit auftreten wird, 
at sich zu 


SS 35 
m & & & 
DE ny! 1 2s 1 Br 1 Me: 
ER en vRgl...zArl 2 e rs > 
= 

da jedes Ergebtiis aus dieser Teilgesamtheit für sich genommen nach Formel (4a) die Elementar- 
wahrscheinlichkeit 

m m Mm 

Zykı  Zyke Zy&rR 

P' Pat... PR" 


besitzt. Setzt man noch 3 „x, = Kos o=1,2,..., R, so geht & über in 
v=1 


mM 
= ee ann, BE en are ehem AO): 
en v&!. "var! ii 
 Diein (4a) grsepphene Elementarwahrscheinlichkeit stellt selbst die Wahrscheinlichkeit für den Spezial- 
falln = =n,="''= nn = 1dar, bei dem also jede Ziehung zugleich eine Ziehungsfolge ist. Jede diese: 
Folgen kann nur "eine bestimmte N: ummer g "enthalten. Es ist somit für diese Nummer die Häufigkeit „ao = 1, 


während alle anderen ,&. mit o= o’ Null sind. 


Führt man die A NNBER. > 1 u%0 = x, und dementsprechend Da va N — %y, ein, SO 
0=r 


läßt sich w auch schreiben 


Ny 2! (N, — 2) |! Pr 
= a PRR 


Mm 
o- Il. al al 

| 2. Nunmehr wird eine weitere Zusammenfassung der Ergebnisse so vorgenommen, daß von 
ü allen zuvor erhaltenen Teilgesamtheiten diejenigen zu einer neuen Teilgesamtheit vereinigt wer- 
h .. den, für welche die mit x, bezeichneten Summen der Häufigkeiten der Nummern 1 bis r gleiche 

Werte haben. Bezeichnet man wieder wie oben das Auftreten einer Kugel mit einer der Num- 
. mern 1 bis r kurz als Erfolg, so wird jede der neu entstandenen Teilgesamtheiten durch die Reihe 

%s 25 + 5 m, der Erfolge in. den Ziehungsfolgen 1,2,...,m gekennzeichnet. Für die Anzahl 
der zu einer solchen Teilgesamtheit gehörenden Ergebnisse erhält man durch Summation über 
alle möglichen er der x, in die Summe der „x, über alle o von 1 bis r 


2, y%ı! ie) 20, ! RR ... or!’ 


4; vlı, 
r ya x & 
Year” ‘ 


vobei N, > 2% >30, > 0 zu gelten hat. 
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Fragt man nun wieder nach der Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Ergebnis aus einer 
bestimmten dieser Teilgesamtheiten auftreten wird, so ergibt sich diese durch die entsprechende 
Summation der Wahrscheinlichkeiten w. Es ist somit zunächst 


B m 
Ny nt (N, — x ! 
W( Zar + Im Nm) = II >» ( I) TER 2%, p%: DER, 
Yy 


yo! < 1 vr: yor+ı! elle vÄR 


woraus dann 
m 


m 
m . r & %, r Nn— = %, 
v 
WII, Lara Tlas rm) Il () > Pe 1 > Pe 0 7} 
N! sr o=1 e=1 . : 
folgt. 

Von diesen Teilgesamtheiten ausgehend läßt sich das Ziel, eine Zusammenfassung der 
Ergebnisse nach den eingangs genannten Bedingungen in einem dritten und vierten Schritt 
erreichen. 

3. Einmal hat eine Zusammenfassung aller Teilgesamtheiten zu erfolgen, die ohne Rück- 


sicht auf die Aufteilung der Erfolge auf die einzelnen Ziehungsfolgen alle Teilgesamtheiten mit 
Mm 
gleicher Gesamtzahl an Erfolgen, also gleichem Wert für 3) x,, zu einer vereinigt. 
v-1 
4. Schließlich sind diese so entstandenen Teilgesamtheiten dann noch in die zwei Teil- 


M 
gesamtheiten zusammenzufassen, von denen die eine nur Ergebnisse enthält, für die PR 


v1 
kleiner als das vorgegebene x ist und in die komplementäre Gesamtheit der Ergebnisse mil 
m } 
SHE 
da=1 


Im folgenden sollen diese letzten beiden Schritte bei einer speziellen Wahl der Ziehungs- 
folgen durchgeführt werden, die gerade auf die Pascalverteilung führt. Hierbei werden als erste 
Ziehungsfolge die ersten s— 1 Ziehungen, als zweite Ziehungsfolge die s-te Ziehung und als dritte 
Folge die Ziehungen von der s+1-ten bis zur n-ten gewählt. Es ist dann „=8—1l, n=1, 
N, = n—s. Fragt man nun nach der Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Ergebnis auftritt, das 
in der ersten Ziehungsfolge &—1 Erfolge, in der zweiten Folge einen Erfolg und in der dritte 

noch u Erfolge aufweist, so erhält man dafür durch Einsetzen in (7) 


Se 1 n—S & ctu r N 
un) li) hi (2r) Zr) (8). 
=: ; o—=1 | | 


.e=1 


w(2—1, 1, als—1, 1, n—s) gibt somit die Wahrscheinlichkeit für ein Ergebnis an, bei 
dem von insgesamt x +1 Erfolgen x gerade in den ersten sZiehungen auftreten. Zugleich ist 
w(2—1,1,u|s—1,1,n—s) aber auch die Wahrscheinlichkeit dafür, daß man zunächst s Zie- 
hungen machen muß, um & Erfolge zu erhalten und dann noch n— s Ziehungen, um weitere 
4 Erfolge zu erzielen. j 

Fragt man allein nach der Wahrscheinlichkeit g(s|z, r) dafür, daß man $ Ziehungen machen 
muß, um x Erfolge zu erhalten, so erhält man diese durch die Summation von 


w(s—1,1,u|s—1,1,n—s) 
über alle « von 0 bis n—x. Die Ausführung dieser Summation ergibt x 


ıelun= AaH]PTIL In) ee (9) 


Die dieser Wahrscheinlichkeit zugrundeliegende Fragestellung ist als Pascalsche Fragestel- 
lung in der Wahrscheinlichkeitsrechnung bekannt. Die Werte von g (sa, »)fürs=,2+1,... 

bilden die sogenannte Pascal verteilung. 
Kehrt man nun für den Spezialfall zu der mit dem zweiten Schritt gewonnenen Zusammen- 
fassung der Ergebnisse zurück — die zugehörige Wahrscheinlichkeit war durch (8) gegeben — 
und führt die beiden noch erforderlichen Zusammenfassungen durch, so hat man einmal zur Be- 
seitigung der Reihenfolge als Unterscheidungsmerkmal die Teilgesamtheiten mit gleicher Ge- 
samterfolgszahl © +4 zu vereinigen, d.h. bei festem x +u über alle s von bis nzusummieren. 
Durch eine weitere Summation über alle avonObis n—x erhält man dann aus diesen Teilgesamt- Hr 
re r - 


x ERNE u u A NE rn NE; 
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heiten die Gesamtheit aller Ergebnisse mit insgesamt mindestens & Erfolgen. Wie man sofort 
erkennt, läßt sich die Reihenfolge der Durchführung dieser Schritte auch vertauschen. 

Die entsprechenden Summationen der Wahrscheinlichkeiten w («—1, 1, u]s—1,1,n— s) 
ergeben dann die Wahrscheinlichkeit W (z|n,r). Es gilt also 


N—T KM 1 Nn— r N—TC— U 
W(x|n, r) => ,))l, ) In) 1 2.) nk)" 
Führt man die Summation über s durch, so ergibt sich 


Nn—r 7 cHu r N—K—u 
Wenn= > („1,)(2) 1 &r) KU RE RE LIOTE 
H=U k 0-1 


vl 
summiert man dagegen über 4, so folgt ’ 
N en 1 r N r s—ıT 
Wialn,r) - Zr) \ Ze) EN 


Bezeichnet man mit F(z|n, P,) die Verteilungsfunktion der Bernoulliverteilung, so ist 


diese durch 
Fan, B)=2(,)ra&m® VER SRT  -Eld, 
v=0 


definiert, wobei P, = > Pe die Grundwahrscheinlichkeit für das Auftreten eines Erfolges ist. 
1 


07 
Entsprechend gilt für die Verteilungsfunktion @(n| x, P,) der Pascalverteilung 


- s—1 x : st 
Gnla PB) =D, ,)Pru—p) Ba SR KEN BEHALS LTE 
Damit läßt sich (11a) in der Form 
Ken) 1 SR 1a, Pymas enene (1) 


und (11b) in der Form 

PER NG RD Pre N re ea ehe (HAb) 
schreiben. Zwischen der Verteilungsfunktion der Bernoulliverteilung und der Verteilungsfunk- 
tion der Pascalverteilung gilt daher die Beziehung - 


DAN BATmM EN Er Pa RR eier [1D) 


Damit wurde durch die Möglichkeit, für W(zIn, r) bei schrittweiser Zusammenfassung zwei ver- 
schiedene Darstellungen zu erhalten, eine erste Reziprozitätsbeziehung aus dem betrachteten 
Wahrscheinlichkeitsmodell heraus gewonnen. ‚ 

Durch ein entsprechendes Vorgehen läßt sich nun die diskontinuierliche Form der Be- 
ziehung (1) erhalten, aus der sich dann durch einen Grenzübergang (1) selbst ergibt. 

War der erste Weg dadurch gekennzeichnet, daß die Ergebnisse hinsichtlich der Reihen- 
folge der Ziehungsresultate schrittweise zusammengefaßt wurden, so zeichnet sich der zweite 
Weg dadurch aus, daß bei ihm eine Zusammenfassung nach der Häufigkeit des Auftretens der 
einzelnen Nummern vorgenommen wird. Im einzelnen besteht er aus folgenden Schritten: 

1. Zunächst wurden alle Ergebnisse zu einer Teilgesamtheit zusammengefaßt, die die 
gleichen Häufigkeiten &,, & - - :» &g - - -, &p besitzen, sich also nur in der Reihenfolge der Num- 
mern in den Zahlenreihen unterscheiden. Damit wird die Reihenfolge als Unterscheidungsmerkmal 
‚beseitigt. 

Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Ergebnis die Nummern 1 bis R mit den Häufig- 
. keiten &, &, .. ‚ap in beliebiger Reihenfolge enthält, ist dann 


n! a 
Ws das: RN) = — me DER 1. 220. (16). 
( 1> 2» ’ R ) log: P3 Pr ) 


2. Bevor diese Teilgesamtheiten weiter zusammengefaßt werden, wird in jedem Ergebnis 
- eine Umordnung vorgenommen, und zwar werden die in ihm vorkommenden Nummern der Größe 


I nach geordnet, so daß sich für jedes Ergebnis eine nicht abnehmende ‚‚Zahlenfolge‘‘ vom Um- 


fang n ergibt. Dadurch werden alle Ergebnisse ein und derselben Teilgesamtheit auch äußerlich 


_ nicht mehr voneinander unterscheidbar. Die Teilgesamtheit selbst wird durch diese Zahlenfolge 


ge kennzeichnet. 


b, Die beiden anfangs als Beispiele angegebenen Wechnie E,=(7,1,2,2,5, 3) und ZB, = (7, 3, 1, 2,2, 5), 
e nach der Zusammenfassung im ersten Schritt der gleichen durch die Häufigkeiten -l,,=-3,,=1, 


a 
\ 


‚gibt somit die Wahrscheinlichkeit dafür an, daß gerade die Nummer o noch als Erfolgsnummer 
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Rt 2 a y 
4=0,%=1, 0,0, &%= 1 gekennzeichneten Teilgesamtheit angehören, würden nach der Umordnung 
beide die gleiche Zahlenfolge 1, 2, 2, 3, 5, 7 besitzen, \ er 

3, Die weitere Zusammenfassung der Teilgesamtheiten kann nun einmal dadurch ge- 
schehen, daß man alle die Teilgesamtheiten zu einer neuen zusammenfaßt, deren Zahlenfolgen _ £ 
bis zu einer bestimmten Stelle oder von einer bestimmten Stelle ab die gleichen Nummern ent- > 
halten. Eine andere Möglichkeit der Zusammenfassung besteht darin, alle die Teilgesamt- 
heiten zusammenzufassen, bei denen an einer bestimmten Stelle in der Zahlenfolge die gleiche 
Nummer steht. Im folgenden werden die Teilgesamtheiten in dieser Art zusammengefaßt. Da- 
bei werden also alle Teilgesamtbeiten vereinigt, in deren Zahlenfolgen an der x-ten Stelle von 
links her gerechnet, die Nummer o steht. 

Die Anzahl der Ergebnisse in dieser neu entstandenen Teilgesamtheit ist dann gleich der 


il 
Ba RE PIE über alle Möglichkeiten der Darstellung von &—1 
als Summe & +0, +... +0% und von n— x als Summe &, +&g+ı +--. + ar, wenn die 
Summanden &, 49... Ag—1, gt + ., Ar alle nach (2) möglichen Werte ihres Bereiches an- 
nehmen, während a; die Werte 0, 1,2,..., &—1 und a, die Werte 0, 1,2,..., n— x annimmt. 
Die gesuchte Anzahl ergibt sich daher zu 


Summe von 


aa Tin (X Le 
ah (Br ul (0 3 Laie (n—% ae | 
(2 —1!, (n — x —0o,)! 
&! E. %—1! &o+1t%o+2+ FAR 
En, 
Die Wahrscheinlichkeit A (ex, n) dafür, daß ein Ergebnis auftritt, in dessen Zahlen- 
folge (nicht Zahlenreihe) an x-ter Stelle die Nummer o steht, ist dann 


tt... +% 
1 a 


N—% 


«—1 | e—1l \e--ao „ 9 n-2-00 
h(o'x, ei ; n: %n+1+% 2: 
a Ir) entf 


x,=) %,=0 Ned (18) 


Das Auftreten der Nummer p an der x-ten Stelle bedingt dabei, daß auf den voraufgehen- 
den 2—1 Plätzen in der Zahlenfolge nur Nummern stehen dürfen, die kleiner oder höchsten 
gleich o sind, während auf den nachfolgenden n— x Plätzen nur Nummern auftreten können, 
die gleich oder größer als o sind. 

Sieht man entsprechend wie oben das Auftreten von Kugeln der Nummer 1 bis o als einen 
Erfolg an, so bedeutet das Auftreten von o an x-ter Stelle, daß nur durch Kugeln mit dieser 
Nummer die Zahl der Erfolge den Wert x erreicht undgegebenenfalls auch überschreitet. k (o|z, n) 


« 
öl ba {> T 


angesehen werden muß, damit die Gesamtzahl der Erfolge den Wert x erreicht oder überschreitet. 
Für holz, n) läßt sich durch eine einfache Überlegung, die eine Jangwierigere Rechnung 
erspart, ein bequemer zu handhabender Ausdruck finden. | | 
Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß mindestens x Erfolge auftreten, wenn die Nummern 1 
bis o als Erfolge gezählt werden, ist ohne Rücksicht darauf, daß die Zahl der Erfolge gerade 
durch das Auftreten von Kugeln der Nummer o erreicht wird, nach (5) und (12) 


Wein =1—F(<—1|n, P,). 
Die entsprechende Wahrscheinlichkeit für den Fall, daß nur die Nummern 1 bis o—1 als Er- 
folge zählen, ist Ch 
W(aln, e—1)=1—F(x—1|n, P.-ı). 
Bildet man nun die Differenz 


Piano Vice Fa—1jn, P-)—Fa—in pP), | 8: ag 3 


50 gibt diese die Wahrscheinlichkeit dafür an, daß die Zahl x der Erfolge gerade durch das Auf- 
ireten von Kugeln der Nummer o erreicht bzw. überschritten wird. Es gilt daher 77; 


ken) a1, P, Me in Ba. 0 

4. Da es in der Teilgesamtheit der Ergebnisse, für die W(x|n, r) gil : rauf an 

| \ v|n, r) gilt, nur darauf an 

daß die Zahl der Erfolge mindestens & beträgt, wenn die u ı & r als Erfol 
werden, ohne Rücksicht darauf, daß die Zahl der Erfolge gerade durch Kugeln der Nı 
erreicht bzw. überschritten wird, so hat man von den bisher erhaltenen Teilgesamth 


diejenigen zu vereinigen, für de e=1,2,...oderrist. 
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a ergibt Et für W(x|n, r) als dritte Darstellung der Ausdruck 


W(aln, r) 
r 21 n—r n! o—1 1 “ Hits [u n-2-, 
> neo ra p B) . Ye % p 
SE 2 C—& a! (+1 +0,)! (n-x-— — & | ern ) (20 a), 


wenn man hl (olx, n) in der Form (18) über alle o von 1 bis r summiert, oder aber 


or 
Wen )=&[Fle—1|n, Po) — Fx—1|n, P)]=1—F(e—1ln, P,) . . .(20b), 
o=1 
wenn man h(o|x, n) in der Form (19) benutzt. 
Bezeichnet man mit H (r|&; n) die zu h(o|x, n) gehörende Verteilungsfunktion, so daß 


H(r|x, n) = > a. NT are Dee AR (21) ? 
aaa 
gilt, so geidt sich aus (20) und (21) die zweite u; ie 
1— F(c—1In, P H (re, BRENNEN lie ll 9 22) 


wobei H( (r|z, n) n) zunächst die Wahrscheinlichkeit ss angibt, daß man höchstens die Num- 
mern 1 bis r als Erfolgsnummern zählen muß, um mindestens x Erfolge zu erhalten. 

Geht man auf die Wahrscheinlichkeiten p: zurück, mit denen die Nummern E=1,2,,..0 
auftreten, so stellt Ah ( (olz, n) aber auch die Wahrscheinlichkeit dafür dar, daß von diesen 
mindestens die lerne ?. wirksam sein muß, wenn «Erfolge auftreten sollen. 
Be Bnentet aber, daß für das Eintreten eines Erfolges überhaupt die Wahrscheinlichkeit 


= pe + p,Sein muß. Somitist A(o|x, n) zugleich die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die 


Be kbischeinliohkeit gerade den Wert P,= P,_ı +7, annehmen muß, wenn in n Ziehun- 
gen mindestens & Erfolge auftreten sollen. H( (r|x, n) ist danach dann die Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß die Grundwahrscheinlichkeit P, einen Wert aus dem Bereich 0 =. P.< P, anneh- 
men muß, wenn die Gesamtzahl der Erfolge mindestens & betragen soll. 

Um diese Bedeutung von hlo\x, n) und H( (r|z, n) zum Ausdruck zu bringen, werden 
weiterhin die Bezeichnungen h(P,|x, n) an Stelle von hol n) und H(P,|x, n) an Stelle von 
Hir|z, n) verwendet. Damit geht (23) über in diskontinuierliche Form der Beziehung (1) 


1—F(oa—1jn, P, EN PR RE N. RR (2E). 


Aus (15) und (23) folgt dann noch eine a) zwischen den Verteilungsfunktionen H- 
und @ von der Form 


HPlon=GneP) ...:.... ER 3} 1941 


In dem bisher benutzten Wahrscheinlichkeitsmodell wurde von der Numerierung der Ku- 
geln durch die Zahlen 1, 2,..., R ausgegangen und für die Kugeln dann die Häufigkeitsver- 
teilung p,(o=1,2,..., R) vorgegeben. Damit war zugleich auch für jedes o der Wert der 

& 


zugehörigen Verteilungsfunktion P,= 2 p: festgelegt. P, stellt dabei die Wahrscheinlichkeit 
E 


i @ 
dafür dar, daß eine der Nummern von 1 bis o bei einer Ziehung aus der Urne auftreten wird. 
Man kann nun das gleiche Modell auch in der Weise vorgeben, daß man an Stelle der 
Häufigkeitsverteilung p, die Verteilungsfunktion P, durch die Werte O0 = P,<P, <P;,< 

.<Pr=]1 vorgibt und zur Numerierung der Kugeln die Indizes 1 bis R der Werte der 

| Verteilungsfunktion so verwendet, daß die relative Häufigkeit der Kugeln mit der Nummer» 
gerade AP,= P,—-R.-ı in der Urne ist. 

Wie man sofort erkennt, bleiben die gewonnenen Beziehungen als solche bestehen, man 

hat nur die entsprechenden Bezeichnungsänderungen in ihnen durchzuführen. Es gilt somit, 

ER wenn man die Verteilungsfunktionen jeweils ausschreibt, nach (23) 


a he. Dee BR 


a a 


ct 
rel n—% a! et _ı (AP \RHtag A I. ze 
(Bl)! (+1 Hop)! (n— 2%) e ® (25). 


r Läßt man nun die Anzahl der vorgegebenen Werte P,im Bereich 0 < P,< 1 immer größer 
‚so daß sie immer dichter aufeinander engen, so werden dabei die Werte der Differenzen 
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ir auch die größte dieser Differenzen gegen Null geht, so gilt, wenn man für diese verschwindenden 
| Differenzen das übliche Symbol d P einführt, Bist ? 


P,= far. 


Für das betrachtete Wahrscheinlichkesta@d6l bedeutet diese Festsetzung der Werte von 
P, lediglich, daß die Zahl der verschieden numerierten Kugeln zunimmt, die Wahrschein- 
lichkeit dafür aber, eine Kugel mit einer bestimmten Nummer in einer Ziehung zu erhalten, 
gleich d P wird und gegen Null geht. Verluste an möglichen Ergebnissen und Änderungen an 
den Bedingungen ergeben sich aber nicht. Es gilt somit für jedes P aus dem Bereih0<P<I1l 
die Beziehung (15) in der Form 1 Fie-Am Pe Cine P) ee... oe); 


da alle CH UAL, in denen höhere PR von AP rn von höherer als erste ; 
Ordnung verschwinden. Entsprechend geht die Beziehung (24) über in sen 4 

HP) Ginlen Pre 3 
mit : ö E 


P ; 
Plan = [n (N) peu prap. 
e c—1 


j 
? 
‚ 
| Die Beziehung (25) geht dagegen über us 
} 


Mit (27) hat sich nunmehr die Beziehung (1) selbst aus zwei verschiedenen Darstellungen 
der Wahrscheinlichkeit W(x|n, r) in dem betrachteten Wahrscheinlichkeitsmodell GER 
Beachtet man, daß 


4(Pl,n)=n Bar Peru — P)rdR | R 


aus der Wahrscheinlichkeit h(P,'x, n) dafür hervorgegangen ist, daß die Grundwahrscheinlich- 
keit P,= Pr-ı + AP,sein u, a die Gesamtzahl der Erfolge in n Ziehungen den Wert x 
erreichen oder überschreiten soll, so stellt A(P|x, n) die Wahrscheinlichkeit dafür dar, daß die 
Grundwahrscheinlichkeit Pauf P-++d P anwachsen muß, wenn in n Ziehungen mindestens & Er- X 2 
folge auftreten sollen. u 
Deutet man h (P|x, n) in diesem Sinne, so stellt (27) und damit (1) eine Reiprozitäle Ber 
beziehung dar, die zwischen der Wahrscheinlichkeit dafür, daß bei einer Grundwahrscheinich- 
keit P mindestens x Erfolge in n Ziehungen auftreten und der Wahrscheinlichkeit dafür, daß & 
die Grundwahrscheinlichkeit einen Wert aus dem Bereich von O0 bis P annehmen muß, wennin 
n Ziehungen mindestens x Erfolge erzielt werden sollen, besteht. x x 
Die Wahrscheinlichkeit A(P|x, n) hat dabei mit der ihr formal gleichen Bayes oe 


Rückschlußwahrscheinlichkeit up(Ple—l,n—1)=n krz ı)rs -1(1 — Pyr—zdP dafür, daß He 


die Grundwahrscheinlichkeit P vorhanden war, wenn in n—1 Sohlen unabhängigen Zie- 
hungen &— 1 Erfolge aufgetreten sind, nichts zu tun. Die der Wahrscheinlichkeit k(P|x, n) zur. 
grunde liegende Fragestellung entspricht vielmehr derjenigen, die zur Pascal verteilung fühl, 
mit dem Unterschied, daß bei ihr an die Stelle des Parameters n der Parameter P tritt. u RER 

Wie weit diese Frage nach der Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Parameter einem be- - 
stimmten Wertebereich angehören muß, damit ein gewünschtes Ergebnis eintritt, allgemeine BE: 
. Grundlage für einen Rückschluß auf unbekannte Parameterwerte sein kann und welche Zu 


sammenhänge sich von hieraus zu dem Fiduzialschluß. von BR: A. Bir r [2] ergeben, wird 
in einer weiteren Arbeit dargelegt. j F PR 0 


I ? ö. 
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Berechnung des Spannungszustandes und Schlupfes beim 
Rollen deformierbarer Kugeln) 


Von @. Sonntag in München 


Aufbauend auf die Arbeiten von H. Fromm?) über rollende Scheiben werden Spannungen, Schlupf 
und Reibungsarbeit in der Berührungsfläche nollender Kugeln bei Übertragung einer Tangentialkraft 
untersucht. 


The stresses, the gliding, and the energy of frietion that occur in the contact-surface of rolling spheres 
are investigated. The derivation is based upon the paper of H. Fromm?) about rolling disks. 


La solution concercant la tension et le glissement dans la plaine touchante de spheres roulantes quand 
une force tangente y es appliquee est derivee. Le trarail de H. Fromm?) sur les disques roulants vient 
d’y servier de base. j 

Miexona us pabor? Dpomm’a?) 0 KATAImuxca AUCKAX, ABTOP HecnenyerT HANPAKeHNE, 
CEONbIKEHHE H PA6OTy TPeHUA MA HOBEPXHOCTU KACAHUA KATAINUXCH IIAPOB. 


I. Allgemeine Voraussetzungen 

Die Kugeln bestehen aus gleichem Werkstoff, so daß sie in ihren elastischen Konstanten über- 
einstimmen und werden mit einer Normalkraft P aneinandergepreßt ohne die Elastizitätsgrenze 
zu überschreiten. Bei geeignetem Maßstab bildet sich in der Berührungsfläche vom Radius A die 
bekannte Hertzsche halbkugelförmige Druckverteilung aus. Dabei kann die eine Kugel in 
einen unendlichen Halbraum ausarten oder bei negativem Radius eine Hohlkugel vorstellen, es 
soll nur vorausgesetzt werden, daß die Berührungsfläche so klein im Verhältnis zum Kugelradius 
bleibt, daß ihre Umgebung als Halbraum aufgefaßt werden kann. Mit zunehmender Normalbela- 
stung wächst die Berührungsfläche, wobei aber die ursprünglich in Berührung gewesenen Ober- 
flächenelemente der Kugeln in dauernder Berührung bleiben, da gleiche Elastizitätsmoduln vor- 
ausgesetzt wurden. Lassen wir außer dem Normaldruck P noch eine genügend große Tangential- 
kraft T wirken, so tritt Gleiten ein, wobei sich die Schubkräfte entsprechend i = up (u = Rei- 
bungskoeffizient der gleitenden Reibung) als abgeplattete Halbkugel über die Berührungsfläche 
verteilen. Dieser Lastfall wurde vom Verfasser untersucht [1]°?). Bevor Gleiten eintritt, wird 
sich die kreisförmige Berührungsfläche vom Radius A aus einem Haft- und einem Gleit- bzw. 
Schlupfgebiet zusammensetzen. 


Es werden für die mathematische Behandlung folgende Annahmen gemacht: 


a) Druckverteilung p nach Hertz, d.h. proportional einer Halbkugel. 

b) Im Gleitgebiet ist die Schubbelastung ?= up; Richtung von t = Gleitrichtung. 

c) Im Haftgebiet gilt: Gleiten = 0; Schubbelastung ? <up. Für b) und c) ist « konstant. 
d) Vom Belastungsgebiet fortschreitend konvergieren alle Spannungen gegen Null. 


H. Fromm[2]hat nachgewiesen, daß beim Rollen deformierbarer Scheiben bei Gleichheit 
der Schubmoduln die Hertzsche Druckverteilung auch bei Existenz von Reibung in der Be- 
rührungsfläche erhalten bleibt, solange die in der Hertzschen Theorie enthaltenen Vernach- 
lässigungen als zulässig angesehen werden können. Da die Schubkräfte in der Berührungsfläche 
"beider Körper sich nur dem Vorzeichen nach unterscheiden, ist die Verwölbung der Oberfläche ent- 
gegengerichtet gleich, so daß die Druckfläche auch unter Schub sich lückenlos aneinanderfügt ohne 
die Druckverteilung zu beeinflussen. Wir vernachlässigen dabei den Einfluß der gegenseitigen Ver- 
schiebung zugeordneter Punkte des Schlupfgebietes; ihre Berücksichtigung wird wegen der damit 
verbundenen Wechselwirkung mit der Druckbelastung sehr schwierig. Es liegt die Vermutung 
nahe, daß auch beim räumlichen Problem die Hertzsche Druckverteilung durch die Reibungs- 

; kräfte nur in vernachlässigbar kleiner Ordnung beeinflußt wird. Es soll daher ohne Beweis an- 
genommen werden, daß die Hertzsche Druckverteilung auch bei Existenz von Reibung erhalten 
.bleibt. Es wäre eine dankbare Aufgabe den nicht ganz einfachen Beweis nachträglich zu erbringen. 


Beim Durchlaufen des Haftgebieteskönnen in Berührung stehende Oberflächenpunkte sich nicht 
gegeneinander verschieben, d.h. ihre Dehnungsdifferenz muß konstant bleiben. Unter Benutzung 
des Wechselwirkungsgesetzes läßt sich demnach die Bedingung für das Haften in den Dehnungen 
_ und damit in den Spannungen dadurch ausdrücken, daß die in der Berührungsfläche der Kugeln 


1) Für die Anregung und Förderung dieser Arbeit möchte ich meinem hochverehrten Lehrer, Herrn 
_ Prof. Dr. phil. L. Föpp | und Herrn Prof. Dr. C. Weber meinen ergebensten Dank aussprechen. Diese 
Arbeit stellt iedoch keine Erweiterung der Föpp I-schen Arbeit: ‚Die strenge Lösung für die rollende Rei- 
bung‘‘, Leibniz-Verlag München 1947 dar, sondern ihr liegt die Arbeit von H. Fro mm) zugrunde. 
23) H.Fromm: ‚Berechnung des Schlupfes beim Rollen deformierbarer Scheiben.‘ Z. angew. Math. 
ech. 7 (1927) 8. 27. } 

- ®) Zahlen in eckiger Klammer beziehen sich auf den Literaturnachweis am Ende der Arbeit. 
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liberlragene Tangentialkraft 7 innerhalb der Haftfläche nur eine konstante Oberflächendehnung. Tas 
hervorrufen kann, Wird beim Rollen eine Tangentialkraft 7T übertragen, so wird dieanden 
Kugeloberflächen beim Eintritt in die Haftfläche herrschende Dehnungezo unde,. beim Durchgang k 
«durch das ganze Haftgebiet unverändert bleiben, 2% 

Fös ist weiter darauf zu achten, daß im Schlupfgebiet der Schlupf in allen Punkten mit der 
Schubbelastung gleichgerichtet ist, wir haben damit eine Kontrolle des Ansatzes. 


II. Form und Lage des Haftgebietes : 
Bei starkem Gleiten, wenn überall starker Bewegungsschlupf entsteht, wird die Relativ- 
bewegung mit der Richtung der resultierenden Schubbelastung zusammenfallen. Der elastische 
Schlupf ist dann belanglos klein, und die Schubkräfte tsind parallel gerichtet und verteilen sich als 
abgeplattete Halbkugel entsprechend t = up über die Berührungsfläche. Wenn wir auf die kreis- 
förmige Berührungsfläche vom Radius A in ihren Mittelpunkt ein rechtwinkliges &- y-Koordinaten- 
system legen und die Schubkräfte zur z-Richtung parallel sind, lautet die Spannungsverteilung in 

der Oberfläche [1] bei einer Belastung | 

y 


Tas,ı=o =h = time YL—A2 mit Aeneon STE) 
innerhalb der Belastungsfläche: r SA 
on v 
I = lumax m: At 2 2) 
Er RR 
Oyı = I max Dr . g 1 . (2) 
y nz v 
Teyı = bmx Z ar (1 —.) 
» ist die Querdehnungszahl; 
außerhalb der Belastungsfläche: r 24 
x [1 } —, 
On = Iımax E are sin A— 1 —42 ER A 
|) 
RR RENT RE 
Kar |g; aresinä +J1 (7 3 
7.18 ' —l,y Ayad 
Oyı = I max v gave sind HR Sr En & (3) 2 | 
Y ro iS zu 
Teyi = tımax ), y arosinA:— YI— 42 | ER ERRT 
1 Sea Du: Ale 
Keen] aa A 2 wären Ft we ’ 4 “ 
+27] gwesinAtyl #5 +7 BERwS. 


Beim elastischen Teilgleiten, d.h. bei Existenz eines Haftgebietes, wird die Relativbewegung auf ken 
der Oberfläche nicht nur in @-Richtung, sondern auch in y-Richtung gehen und damit die Schub- x 
belastung nicht gleichgerichtet in die x-Richtung fallen. Das Problem wird damit äußerst schwierig. 
is zeigt sich aber, daß bei vernachlässigter Querdehnung e, überall verschwindet und damit keine 
Itelativbewegung in der y-Richtung auftritt. Die Rechnung wird unter dieser vereinfachenden An- 
nahme fortgeführt, | N 
Abb. I zeigt den Spannungsverlauf von o,, (für » = 0 proportional &zı) längs der «-Achse. 
ir erinnert stark an das ebene Problem von Rad und Schiene[3]. Da oz: fürr < Ain xlinear und 
von y unabhängig ist, zeigt die Berührungsfläche ein hulförmiges Spannungsbild; ebenso 7zyı ‚m 
um 90° verdreht, da Tayı fürr £ Ain ylinear und von x unabhängig ist. Tayı verschwindet für Re 
= 0 wie aus Symmetriegründen zu erwarten war, RER REN: PIRRSUREENT. I 
.. Wenn in der Berührungsfläche ein Haftgebiet existiert, so muß in demselben von der ” ÄrH 
belastung völligen Schlüpfens (1) (Abb. 1) eine Schubbelastung Tz,,.-0 = tz abgezogen 3 
um die Haftbedingung HIER, RR N EP 
& = const. bzw. 0, =const. = »- - -» Ve 
zu erfüllen, . Fr; A BT 
. Das heißt, die Randspannungen 045 und Tay, der Z satz-Schul be 
gebiet bis auf das Vorzeichen und einer additiven Konstanten dene 
Schlüpfens nach (1) Abb. 1 gleich sein. Diese Bedingungließesich 
Ansät z0 des Grenzlalles völligen Gleitens (Abb, l)in geeignet 
bedingung wäre erfüllt (s, Abb. 2). Wie später bewiesen wird 


re, EN Aa \ . f N » 

Damit ergäbe sich aber in dem in Abb. 2a horizontal-schrallierten Gebiet ein der Schubbelastung 

„ ra gerichteter Schlupf, und wir müssen diesen Ansatz als unbrauchbar verwerfen. 

B * “ # } * “4* * 1 * 

| Die gleiche Überlegung führte beim zweidimensionalen Problem (1, Fromm) zu der Bedingung, 

daß das Haftgebiet am Rande der Finlaulseite liegen muß, In unserem Falle muß das Haftgebiet 
an der Einlaufseite überall mit dem Rand des Berührungsgebietes zusammenfallen, etwa nach 
Abb. 3. Die Belastung £, muß so gewählt werden, daß 


at \ Eu Egg bzw. da v = 0 gesetzt wurde oyı 0 = 099 = const, ist . . .;. (4b). 
\ 
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G72.ist also im Haftgebiet eine Funktion (s. Abb. 4) 
Or See. MD): 
Nach dem bisjetzt Gesagten, könnte das Haftgebiet aber kun eine , Gestalt nach Abb. 5 sn 
Um diese Frage zu klären, benützen wir einen wichtigen Zusammenhang?) des Spannungszustandes 
Tas — en 2= und den Spannungen o,. 
% 

Klebt man aufeinen Halbraum H eine unendlich steife Platte Pundläßt daraufein Kräftepaar 
mit dem Moment M wirken (Abb. 6), so entsprechen die Normalspannungen o, an der Oberfläche 
den Werten Ti, = 91,,/dxund die Verschiebungen wden Spannungen 0,°). Wir haben hier ein an- 
schauliches Modell. Die Verschiebungen wsind im Haftgebiet linear in x; außerhalb aber auch vor- 
handen. Den Mittelschnitt zeigt Abb. 7. Nun können wir auch die Frage lösen, warum bei dem 
Schubproblem das Haftgebiet symmetrisch zur y-Achse ist und nicht z. B. wie Abb. 5b aussieht. 
Nehmen wir das Modellmitder Platte, sie ist unsymmetrisch zur y-Achse nach Abb. 8. Die Spannun- 
gen für Schnitte a—a und b—bsind darunter aufskizziert. Siesind unsymmetrisch zum Nullpunkte. 
Bildet man nun aus diesem 7%; = 9r,,/°x durch Integration r,,, so erhält man eine Belastung 
nach Abb. 9. Im Schnitte b—b wird r,, negativ. Dann wird im Haftgebiet nach der Überlagerung 
das gesamte 7,, an gewissen Stellen größer als zulässig, also größer als ohne Haftung. Der physi- 
kalische Grund für die Symmetrie des Haftgebietes ist also folgender: Im Haftgebiet darf r,,; 
weder negativ noch größer als ohne Haften werden. 

Es soll noch die Frage untersucht werden, ob völliges Haften möglich ist. Nach unserem An- 
satz nimmt mit zunehmendem Haftgebiet die Spannung o,, ab, und führt bei verschwindendem 
Gleitgebiet zu o,, = 0 und zu verschwindender Tangentialbelastung. Nehmen wir an, die ganze 
Berührungsfläche wäre Haftgebiet und o,, = const. #0, so führt unser Modell entsprechend 


w = const. bekanntlich zur Nörmalbelastung p = C/Y A2— a? — y?und damit zu einer Tangential- 


belastung 
Cdx 
Te2,2=0 ree 


% 

Ta22-0 = alas Rp 

*) Auf den nachfolgenden Zusammenhang und der Beweisführung zur Symmetrie des Haftgebietes 
g 8 y g 


hat mich in dankenswerter Weise Herr Prof. C. Weber aufmerksam gemacht. 
5) Beweis für obige Behauptung 


die Integration gibt 


Tr: 
(Ox)r,, = :(W)o, wenn _—— = 02,2=0. 
x 


Nach C. Weber ist für eine Schubbelastung i des Randes, wenn » = 0 
tel 5 = 
= Tin z=0 da; 0, = 2? 


n \ 
darin ist y eine dreidimensionale N. " 
Setzt man 2% da= 1 (fan d£dn 
023 |z=0 27 0?|z=0 


mit 0 = Vorne. | 1 


dann gibt einmalige Integration nach z 35 | 


| sel ffunmil gen ve 
- .[J-ı (0,9) do. dp | 


- 2 [frdp 


se fr den Belastungshügel für einen Schnitt normal zum Halbraum unter einem Winkel p bedeutet. Damit 
olg 
fh ap 


Die Einsenkung w der Oberfläche des a unter einer Normalbelastung 0% ist bekanntlich 


fen] T nummoreufnan 


T=—o 


worin fg den Bofaptunen ae dem Winkel bedeutet. Der Vergleich von 0, mit w läßt die zu be 
weisende Beziehung sofort erkennen. 
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Diese Schubbelastung verschwindet nicht am Rande der Berührungsfläche. Sie ist wegen des Zu- 
sammenhanges der Tangentialbelastung mit der Hertzschen Druckbelastung nicht möglich, 
was beweist, daß bei Übertragung einer Tangentialkraft immer ein Schlupfgebiet existiert. 


III. Der Schlupf 


Definition: Bei zwei Reibrädern bzw. hier Reibkugeln legt das getriebene Element 
einen kürzeren Weg zurück als der unbelasteten Abwicklung der Umfänge entspräche. Den pro- 
zentualen Umfangsweg, den es zurückbleibt, nennen wir den Schlupf S. Er hat mit den Schlüp- 
fungen oder Gleitungen im Gleitgebiet nichts zu tun, wie folgend nachgewiesen wird. Die in das 
Haftgebiet der Berührungsfläche einlaufende Faser der treibenden Kugel ist gedrückt (— o,,) 
und somit verkürzt, die des angetriebenen ist gezogen (-+ o,,) wodurch im Haftgebiet der Umfang 
der Treibkugel verkleinert, der der angetriebenen vergrößert in Erscheinung tritt. Da im Haft- 
gebiet jeder Umfangspunkt der Treibkugel jeweils nur mit einem Umfangspunkt der getriebenen 
Kugel in Berührung kommt, werden die Umfänge im Haftgebiet aneinander abgewickelt. Nach 
der Haftzone wechseln die Spannungen bis zur auslaufenden Faser ihr Vorzeichen, dieser Dehnungs- 
ausgleich macht sich im Schlupfgebiet als Reibung bemerkbar. Der Dehnungsausgleich im Schlupf- 
gebiet kann die Abwicklung der Kugelumfänge im Haftgebiet nicht beeinflussen, damit ist das 
Zurückbleiben der getriebenen Kugel, d.h. der Schlupf nur von den Spannungen im Haftgebiet 
abhängig. Bei gleichen Werkstoffen und Beachtung des Wechselwirkungsgesetzes ist der Schlupf 


zu 
Se nn OO ui el (6) 
bestimmt, wenn EZ der Elastizitätsmodul ist. 

Wir betrachten zunächst den Grenzfall völligen Schlüpfens bei rollender Reibung, wenn also 
die Berührungsflächen noch nicht durchrutschen, sondern ein unendlich kleines Haftgebiet an der 
Stelle x = Abesteht (Abb. 3). 

Die Randspannung o,, im Haftgebiet ist dann nach (2) 


7 
O0 = Oz1, z=A DIAHaX : 5y CE EL ER OL Se a RT (7). 
Wegen der Schubbelastung 7, = Be yı — r2] A2dF = timax = EN ER ARE, (8) 
und seiner Beziehung zur Normalbelastung 7, = Pu folgt aus (6) 
3 Pu 


Drmar I 3 2E 5 


die Formel für den Radius A der Berührungsfläche zwischen zwei Kugeln lautet nachH.Hertz[4] 


73 we 
a-Vsru-nja(g +2) EL I ee (10), 


worin R,und R, die Radien der Kugeln bedeuten. Für eine Hohlkugel ist der Radius negativ ein- 
zusetzen. Für v =(0 gehen wir mit (10) in (9a) ein und es folgt 


S -1,15(4 el Sen 100° 9b 
max — 1, R, z E u de ARE DR UELI HERNE (9b). 


Wir gehen jetzt zu einem endlichen Haftgebiet der Breite 2a (s. Abb. 3) über und finden, da o,, 
durch o,, an der Stelle x = A — a bestimmt wird: 
Be enewealdn Name. (11) 
Die durch y = a/A bestimmte Größe des Haftgebietes ist aber vom Verhältnis der übertragenen 
Tangentialkraft 7 zur maximal übertragbaren Tangentialkraft 7Tmax = Pu abhängig. Diesen Ver- 
hältniswert 7/Pu drücken wir zweckmäßig durch | 
ei 1 163 
NE. eu Pu 
aus, worin 7, = ıE i,dF die im Haftgebiet zu überlagernde Schubbelastung bedeutet. 
Ri Für diese gesuchte Schußbelastung t, können wir die Integralgleichung aufstellen. Die Schub- 
kraft 1,dF ruft für »=0 im Punkt B (Abb. 10) Spannungen hervor [1]: 


N a ee. Ich, TE an ICEt  FoRER Dazu ya Sr | 


cos a 
do. 50 do da 
a a BEE Er (13) 
dT,, 5 do da 
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Bi | Die Lösung der Integralgleichung 


a 1, 6054 | 
2 2 RE 1 ff oda 


Br oder nach C. Weber das Auffinden der richtigen ne ist für eine Begrenzung der = 
= Belastungsfläche nach Abb. 10 äußerst schwierig. 1 

Kr Die Lösung der Integralgleichung für eine Kreisbegrenzung und für einen Streifen (Abb. 118 ir 
RS ergibt eine Belastung proportional der Rotierung der Belastungsfläche um ihre Symmetrieachse,. 

Hy Es liegt daher der Gedanke nahe, diese Belastungsform auch für eine elliptische Rand- 

Bi? begrenzung oder für unser Kreisbogen-Zweispitz anzunehmen. Für eine Ellipse führt dieser An- 

R satz tatsächlich ohne Schwierigkeiten zur strengen Lösung, was nicht überrascht, da Kreis und 

Streifen Grenzfälle der Ellipse darstellen. Für den Kreisbogen-Zweispitz ist mir die Integration 

» “ noch nicht gelungen. Da für unsere Belastungsannahme selbst eine strenge Integration nur eine 

* Näherungslösung für die Integralgleichung (14) erwarten läßt, wird es als gute Annäherung genügen, 

com den Mittelwert der Belastung T aus den dem Zweispitz eingeschriebenen und umschreibenden 

Ellipsen (Abb. 12) zu bestimmen. Es gilt dabei wegen der Hauptkrümmungskreise der Ellipse am 

Scheitel £z—= -+a für die eingeschmiegte Ellipse 


b, = Aa En SET 26 5 De I Re RR er: (15a) 


Bild 10 Bild 12 


»* F 


Bild 14 


Bild 11 
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und für die umschreibende Ellipse 
De 2A... (15b). 


Diese beiden Grenzelipen dienen wohlgemerkt nur zur Eingrenzung der Belastungsintensität 7, 
die über die Fläche des Zweispitzes verteilt zu denken ist. Hierbei muß überall |t,|<|t,| und 
\tı +t,|<[|t| sein. Es wurde nachgeprüft, daß dies für eine zu Abb. 11 besprochene Belastung, 
dessen Hügel durch die Haftbedingung bestimmt wurde, sicher zutrifft. 

Ellipse mit rotationsellipsoider Schubbelastung. 
Aus (13) folgt mit der Substitution oe =c— sn, wobei n alle Werte zwischen +1 linear 
durchläuft 


1 AR 
DATE -1[ | 5 se a ann (16), 


worin f(&) die zu o, bzw. t,, gehörende Funktion in « darstellt. 
Für eine rotationsellipsoide Schubbelastung ist 


a a a (17), 
worin (a) die Belastungsstärke im Mittelpunkt M der Sehne bedeutet (Abb. 13). Die Integration 
über dn gibt innerhalb der Belastungsfläche 


64: a EZOy er PN a RE ERE (18). 
0] 

Um dieses Integral zu berechnen, vergleichen wir die belastete elliptische Fläche mit einer Kreis- 
fläche vom Halbmesser «. In den Abb. 14a und 14b sind beide Flächen dargestellt. Die Ellipsen- 
fläche ist aus der Kreisfläche durch Streckung in y-Richtung im Verhältnis b:a entstanden [5]. 
Jedem Punkt der Ellipsenfläche entspricht ein Punkt der Kreisfläche. Die Belastung in den ent- 
sprechenden Punkten sei gleich groß. Alle Elemente der Kreisfläche bezeichnen wir in gleicher 
Weise wie die Elemente der Ellipsenfläche, nur mit gestrichenen Buchstaben. Hierbei ist 


Dem Punkte B mit den Koordinaten %, yentspricht in der Kreisfläche der Punkt B’ mit den Ko- 
ordinaten «, y'. Die entsprechende Schnittgrade geht unter dem Winkel o', hierbei ist 


b 
tga= yi ES RR N ANNE FOR (20). 
Hieraus folgt 
/ cos a > b?— a? 
Be SR ni. (21). 
ER, . yl—K2sin? a b 
Die Belastung der Kreisfläche lautet sur 
| tm RE BEE. RER (22) 
und nach der Voraussetzung t=t’ in zugeordneten Punkten folgt 
a sı 
t(a) = Camiax DE N N (23) 


und nach Einsetzen in (18) wegen e/s = c’/s’ 


Ta, m | sfiojda N ER * (24). 
Be a ..8=0 

Aus Abb. 14b liest man ab: e = x’ cos a’ + y’ sin u’, 

_ woraus wegen (19) und (21) 


cos & a? sin «& 
= een er nr + ee ee N er a LER ERDE VER (25 
yı — 2 sin’« 2 b# Wi — k2sin?a 


a 1 cos?&- 2 sinacos« 
nf . a mem... a 


yl — k2sin?a b? Yıksi k?sin?a 


a NETTE 
= 80 Sonntag, Berechnung des 8 nnungszustandes und 
{ ” en 
R "A Zur Auflösung verwenden wir die ‘Integrale: N ü 
2 ? da 9 K ü . j be ws ; + r 
x nern = ı . . % NET . . . . . . . ... ” OD a 3 ' . v. E 
2 - 32 N. 3. 
f  sinda 1 1 | FE v. 
In — kesinda mel Y 1 — k2sin?a wo (28) . 2 
‘ j - F 4 ) b j er 
Reina] da= (KB) ws = 
I, n f L i , E r x 2 
u: cos?a 2 DS RE Se: 0114 g 
e II Te sinez 90 Tal —]) &7 R a N 0 Ne) e 
% E ) Ri > g ni L ” 


Br n.. sin & cos« ] 02 WERTE GR ’ SR; RR Re 
E i Yı-ksina et ee Re RE NE ve BE, Sa ea “atmen ( N. 
K und E sind die vollständigen elliptischen Integrale 1. und 2, Gattung, womit folgt 

Ca “ N » f) 


u 
Pe 


ty er Dr 
u Aa re du A e 


OR we f 
Men, | 0 hm zR—1) K+E] Bl. 


; a 
SR Für 7a, ist f() = 5 sin, und wir fin-‘ 

Bi: den sofort ! ; a | 
R et (gl) E-M.. 0 


Um die Haftbedingung zu befriedigen, 
bestimmen Wir fgmax aus folgender Form 
der Haftbedingung: © FE 


£ 09% N 9% x. Y 4 A | Er 
| Womit aus (31) und Alle 
| EN ra 


2 y gl 


Wegen. a ne N Re 


x 
ee 


folgt aus 


Le 
Pu, 7m AR 
In Abb. 15 wurde das Verhältnis y = a/A und des Schlupfes zum ma 
1 — yals Funktion der auf Tax = Pu bezogenen Tangentialkraft 7, 
Kurven geben diedurch b, und b, nach‘(15) gegebener Eingrenzun 
Haftgebietes an. Wegen der engen Eingrenzung dürfte dies 
(34) läßt sich vereinfacht durch el 


ERS , 
darstellen, wie in Abb. 15 belegt wird. Damit läßt sich d 
| = ER — (1 \ 
ausdrücken, worin Sax nach (9 a) oder (9b) eingesetzt 


«r 4 eo 
N 


f 
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IV. Gleitschlupf und Reibungsarbeit 
Der Gleitschlupf gist die auf den Rollweg u bezogene gegenseitige Verschiebung in Berührung 
gewesener Punkte des Gleitgebietes beim Weiterrollen um die kleine Strecke u. Nachfolgende Un- 
tersuchung setzt gals klein gegenüber v voraus, was wohl als zutreffend angenommen werden kann. 
Betrachten wir zunächst in Berührung stehende Punkte B, B’, und ©, C’ auf der Symmetrielinie 
‘(z-Achse) Abb. 16. Die Dehnung der Strecken CB und 0’ B’sei AC Bund A0’ B', wobei AC’B’ = 
— ACB, da gleiche Werkstoffe vorausgesetzt wurden und die Berührungsfläche klein gegenüber 
den Kugelradien ist. Die Dehnung berechnet sich zu 
°=rT 
I (37a) 
= “B 
oder auch da « eine sehr kleine Strecke darstellt 
= RU 
I (de a iu... (37b) 
= TB F 


worin &, die bezogene Dehnung im Haftgebiet bedeutet. Rollen jetzt die Kugeln um die Strecke 
u weiter, so sind C und C’ noch in Berührung, da sie gerade noch an der Grenze des Haftgebietes 
stehen. Die Strecke CB hat jetzt die Dehnung 


= Tg U 


A,0B= [ REIT KAPPELN I DR EP (38). 


7=7B 
A, bzw. A, bezieht sich auf die Dehnung vor bzw. nach dem Rollen um «. Aus Gl. (37) (38) folgt 
die Dehnungsänderung der Strecke Ü B beim Rollen um u 
SNAUBNE OB SM OB EUER — En) Ben (39). 
Und nach Abb. 16 und GI. (39) folgt aus 
6u=u+ö(ACB)—u—ölAC"B) wegen d(ACB) = —6(AC’B') 


als bezogener Gleitschlupf g = 2 auf einem beliebigen Punkt der x-Achse (y = 0) 


In (40) wurde ein Vorzeichenwechsel vorgenommen um die Dehnungen der getriebenen Kugel ein- 
setzen zu können. Da sich obige Überlegung für jede das Haftgebiet überschneidende Parallele zur 
x-Achse wiederholen läßt, gilt Gl. (40) für jeden Punkt des Gleitgebietes, also auch für „+0 wenn 
an der Stelle y = +bkeine Unstetigkeit besteht, wie folgend nachgewiesen wird. 

Legt nach Abb. 17 ein Punkt D beim Rollen den gleichen Weg zurück wie B, so ist sein Gleit- 
schlupf ebenfalls von gleicher Größe, d. h. g,-0 nach Gl. (40). Andernfalls verschiebt sich D zusätz- 
lich entsprechend den Winkeländerungen dy der Oberflächenelemente dx: dy beim Weiterrollen 
um u um die Strecke öw, und liefert zum bezogenen Gleitschlupf den Beitrag 


In Abb. 17 ist öu, mit dem Faktor !/, behaftet, da nur eine Berührungsfläche betrachtet wird. 


Da r,, und 97,,/0& = 8 y/@ 9x im ganzen Gleitgebiet stetig ist, folgt wie vermutet als bezo- 
gener Gleitschlupf, in den Spannungen der getriebenen Kugel ausgedrückt 


Dieses Ergebnis wird noch von der Überlegung bestätigt, daß die Summe aus Gleitschlupf g und 
Dehnungsschlupf s den Gesamtschlupf 8 ergeben muß 


ea nn chin ne (43). 


Setzen wir S aus (6) und entsprechend s = 20,/Eein, so gibt die Auflösung nach g sofort in Über- 
einstimmung mit (42) 


2 
9-8 3-7, (0%): 


er 


Y : 82 Sonnta 8, Berechnung des FR nun En andes Ri, Sch 
in Die Richtigkeit von (42) wird olgend no ch einen Vergienie vo ‚Schlup 
“ Reibungsarbeit bestätigt werden. Die Spannung o, im Gleitgebiet setzt sich aus FR nach 2), 
Er Gy, zusammen. 0,,1st die Spannung infolge der Belastung t, die noch berechnet werden muß. REN 
Ü Nachdem sich auf diese Weise der Gleitschlupf an jedem Punkt bestimmen läßt und die TENSERN 
f Reibungskraft im Gleitgebiet t, =— p u als halbkugelförmige Schubverteilung ent ist, findet VA 
Ber man die bezogene Reibungsarbeit U zu: Br u. IR R 
m VadaRn....: 0.2: Von, ' 
Bi Gleitgebiet i 

Be 7 

; — Haft- Gleitgebiet —— De 

oe ‚gebiet —. 
e | Umax 

Be c B Treibkugel 2 

va A | | B ST 
 - I | Kugel 06 

I | | 

f I} | 

he! | 

a | | U+6(AC8) 0% 

h ER AIIE B | 

g A| 02 


I 
V+-8 ACH) “Su 
Bild 16 


0 


> x = E 
Di u In 1 ie 


EN Bild 17 r Bild 10° 


Wir berechnen Uyax,; d.h. bei unendlich kleinem Haftgebiet, der Rollvorgang ist jedoch noch 
nicht gestört, und finden mit 


a ÄRER! nr > 

= — ne /1— 42 und g- — pw (1 -3) NURR 

Bin. nach einfacher Integration Kr TE 
Ent; 1 . % 2 > j 3 3; >] 

’ Umax = 75 I20 max * T max. - - . Zen 


Die Reibungsarbeit muß nach dem Energiesatz gleich dem im Schlupf b ! | 
sein, d.h. dem Schlupf mal der übertragenen Tangentialkraft: BE 

US. TIERE 
Der Vergleich von (45) mit (6) zeigt die Erfüllung ER 
(30) und (40) gibt für die Reibungsarbeit bzw. was dasselbe sth, 


7 1 2/3 P\u8 s a E 
D=(2. +2) &: vrli- 


Beh. 18 zeigt den Schlupfverlust als Funktion ‚von 2 


PH N j Er EN 


Wr aA, Ind 


YR 
q A Du \ u y 
7.2, - 3" 2 
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Bei allen Untersuchungen war es nicht erforderlich den Spannungsverlauf o, im Gleitgebiet. 
bei Existenz eines endlichen Haftgebietes zu kennen. Esist dazu noch erforderlich infolge der Be- 
lastung f, die Spannungen o,, im Gleitgebiet zu bestimmen, was der Vollständigkeit halber kurz 
gezeigt werden soll. Wir greifen auf das Integral (16) zurück, seine Integration über dn unter 
Beachtung von (17) lautet außerhalb der Belastungsfläche [6] 


Ka 


Og;5 Tyy -/[£ (= In: u N DR | i (48). 


&ı 


Die Grenzen des Integrals sind durch die Tangenten an die Ellipse gegeben (Abb. 19). 
Wegen der früher dargelegten Beziehung zum Kreis folgt 
& 
lg max ‚ arg) f 
On Fr Toy — ame ([e — Ye?— 2] f(o) ID ar DT, Ve RE RN) 


dad 
&ı 


und nach Einsetzen der Ausdrücke für ce’ und s’ 


Ku 
fomax [ |x cos & + ysina- a?/b? 4 
945 Tay = j — — Vo 2a2/b2—ar | fa)da . -.. . (80) 
a Yyı1—k?sin?« / u 
&ı 
für o, ist f(a) = cos und wir erhalten für Punkte auf der x-Achse 
eh, ty max 2 12 1 K m E» y Fr 3 Er . 
0.3 y=0- = v2 ( v ) \ = Li — SInX& FF 0° Rsı, N (1) 
‚ Gleitgebiet a x &ı 


worin A und Z£ die unvollständigen elliptischen Integrale 1. und 2. Gattung bedeuten. 

In Überlagerung mir o,, der halbkugelförmigen Schubbelastung (2) ist hiernach in Annähe- 
rung die Spannungsverleilungim Gleitgebiet bekannt. Sie wird um so besser sein je weiler man sich 
vom Haftgebiet entfernt. Es ist zu beachten, daß in allen Formeln mit dem Index x2 die x-Werte 
im Mittelpunkt de, Haftgebietes und mit dem Index x1 im Mittelpunkt der Berührungsfläche ihren 
Ursprung haben. 


VI. Zusammenfassung 


Unter Vernachlässigung der Querdehnung wird beim Rollen deformierbarer Kugeln Schlupf, 
Reibungsarbeit und Spannungszustand untersucht. Wenn das Haftgebiet gegen Null geht, bekom- 
men wir das Maximum der übertragbaren Tangentialkraft, wofür die Lösung unter Benutzung der 
Voraussetzungen und Erfahrungen beim Rollen deformierbarer Scheiben nach H.Fromm als 
streng angesehen werden kann. Bei Existenz eines endlichen Haftgebietes, wird dessen Form streng 
begründet und die zugeordnete Belastung im Zusammenhang mit dem Sehlupf und der Reibungs- 

arbeit durch zweienge Grenzen festgelegt, so daß die Näherung als gut anzusehenist. Es wird streng 
nachgewiesen, daß bei Übertragung eine Tangentialkraft immer ein Gleitgebiet existieren muß. 
Eine Erweiterung auf elliptische Druckflächen wird ohne Schwierigkeiten möglich sein. 
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Zwei Anwendungen der Obreschkoffschen Formel”) 
Von Eugen Beck in Göppingen 


DieObreschkoffsche Formel, eine Verallgemeinerung der Taylor formel, kann zur näherungs- 
weisen Lösung von gewöhnlichen Differentialgleichungen herangezogen werden. Während man jedoch für 
die Lösungen linearer Differentialgleichungen eaplizite Näherungsformeln erhält, ergeben sich im allge- 
meinen Fall implizite Näherungsausdrücke, die durch ein Iterationsverfahren zu lösen sind. 


TheObreschkoff formula, a generalization of the Taylor formula, can be used for the approzi- 
mative solution of ordinary differential equations. But contrary to the case of linear differential equa- 
tions, where explicit formulae are obtained, generally there result implicit approximative formulae requiring 
an iteration method. 

La formule de Obreschkoff, une generalisation de la formule de Taylor est applicable & la 
solution d’öquations differentielles ordinaires. On trouve des formules approzximatives ewplicites pour les 
solutions d’Equations differentielles lineaires, tandis que le cas general entraine des ewpressions approxi- 
matives implicites, resolubles par une methode iterative. 


®opmy.sa O6pemmkoBa, ABISIOIASICH o6oÖImeHnneMm hopmyası Totinopa, Moser ÖBITb HCHOND- 
30BaHa IA IPMÖNIKEHHOTO PeImIeHHA IPOCTEIX AudepeHnunanbHsIX ypasHennü. Torna kar 
pemeHus JIMHeHHBIX AuhepeummansHEIx YpABHeHNÜa BEIPAKAIMTCAH BAMKHYTEIMH IIPHÖNH:KEH- 
HBIMH, POPMYJIaMH B OÖIIEM CIyYae HONYYAITCH HEBAMKHYTEIE BEIPAAKEHHA, KOTOPEIE PeImamTceH 
IpM HOMOINH UTePAIHOHHOTO METONA. 


1. Einleitung. Die sogenannte Obreschkoffsche Formel lautet bekanntlich ?) 


z (C— 20) (») >" | (8 80)” (3) 
> je 1) yo) (&) : ae aa) ar ym (x) 5 Breagers (ern) Rı,m h (1). 
v=0 2 ; v=_0 ; 
y y 


Sie ergibt sich, analog der Taylorschen Formel mit Integralrestglied, durch partielle Inte- 
gration des Restgliedes 


(— Dem 


kr, Mi (k+m)! 


[eo (am yarmtddÄa) 2.22.22.) 


To 


Im folgenden werden 2 Anwendungen gegeben, die sich auf die näherungsweise Lösung von ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen beziehen. Die erste Anwendung bezieht sich auf lineare 
Differentialgleichungen; als Beispiele werden Näherungsformeln für einige elementare Funk- 
lionen angegeben, die für die Praxis gut brauchbar sind. Die Anwendung auf nichtlineare 
Differentialgleichungen führt auf rasch konvergierende Iterationsverfahren von beliebig hoher 
Ordnung der Annäherung. 


2. Anwendung der Obresehkoffschen Formel auf lineare Differentialgleichungen 


Es möge hier nur der Fall der linearen Differentialgleichung 1. Ordnung ausführlich be- 
handelt‘ werden. Es sei 


yv—=fıl2)“y + go ee 2.68) 


die vorgegebene Differentialgleichung. Die Funktionen f(x) und g,(x) mögen in einem, die in 
Frage kommenden z-Werte enthaltenden, abgeschlossenen Intervall [a,6] mindestens (k+ m+1)- 
mal stetig differenzierbar sein. Dann lassen sich für 1<v»<k-- m+ 1 die »-ten Ableitungen 
in der Form darstellen 

\ 


ym =f,(a)-y+ (a); Ran = gl) =0.. 20 we ARE NE 


1) Der folgende Auszug ist eine nachträgliche Rekonstruktion einer 1945 geschriebenen Arbeit. Das 
am Schluß angegebene Beispiel ist neu. | 

”) Literaturangabe s. E. Pflanz, Bemerkungen über die Methode von G.Duffing zur Integration 
von Differentialgleichungen. Z. angew. Math. Mech. 28 (1948), S. 167 ff. Ergänzend mag dazu noch bemerkt 


‚ werden, daß die Obreschkoffsche Formel auch in den allgemeinen Interpolationssätzen enthalten ist, 


die G. Kowalewski in seinem Buch über „Interpolation und genäherte Quadratur‘‘ angegeben hat. 


®) Das Restglied kann auch in differentieller Form geschrieben werden. Man erhält, wenn y* ach (ae 


im Intervall 2, St < 2 stetig ist, die Form 


k 
_ (ZN -kima— a) tmrl 


Rı,m= Etmiktmtit yHtrtDd Hmita<e ERTL RRICN,) 
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wobei die Funktionen f,(z) und 9, (x) den Rekursionsformeln 


hrau=fht+th und De 91° Ju Ho. 2. Wem... . (5) 


genügen. Setzt manindieObreschkoffsche Formel (1) die sich aus (4) ergebenden Werte 
für 49 (x,) und y® (x) ein, so ergibt sich 
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Hier ist die Auflösung nach y (2) möglich — bei den nichtlinearen Differentialgleichungen i. a. 
nicht! — und liefert 


+ [20° uam: yarmın ya. 
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. Läßt man das Restglied fort, so stellen die Formeln (6) Näherungsausdrücke für die Lösungs- 
funktionen linearer Differentialgleichungen dar. Als Beispiele mögen einige elementare Funk- 
tionen dienen, die in Tabelle 1 zusammengestellt sind. 

Die Ausdehnung der Methode auf Systeme von linearen Differentialgleichungen 1. Ord- 
nung und damit auch auf lineare Differentialgleichungen beliebiger Ordnung bereitet keine 
Schwierigkeiten. Man schreibt im Falle eines Systems von n linearen Differentialgleichungen 
1. Ordnung für jede der n ‚gesuchten Funktionen %ı, Ya", %n die Obresch koffsche 
Formel an und erhält dann ein System von n linearen ehe. das man nach den n Funk- 
tionen %Y1, Ya *** , Yn aufzulösen hat. 

In Tabelle 2 ist das System y) =ys; y, = — y, mit den Lösungen y, =sin %; Yg = 008 % 
behandelt. | 


Nr, MS 


ba" 2 | 3. Näherungslösungen für nichtlineare Differentialgleiehungen 

Wir beschränken uns auf Differentialgleichungen 1. Ordnung, die Ausdehnung auf Diltfe- 
'entialgleichungen höherer Ordnung sowie auf Systeme läßt sich ohne Schwierigkeiten in nahe- 
rer SNeise durchführen. 
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Die vorgelegte Diiferentialgleichung sei 


yfı (2, Y 


wobei die ‚Funktion Filz, y) in einem Gabi G(z, 0. 
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einige elementare Funktionen 
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Die Reihe der Ableitungen y,® an der Stelle (x, 40) kann man also als bekannt voraus- 
setzen; dagegen sind an der Stelle (x, y) die Ableitungen y®) nicht bekannt, da der Wert y 
nicht bekannt ist. Bei der linearen Differentialgleichung haben wir die Ableitungen in die 
Obreschkoffsche Formel eingesetzt und konnten dann nach dem unbekannten Wert auf- 
lösen. Bei nichtlinearen Differentialgleichungen ist dies i. a. nicht möglich. Man ist hier auf 
ein Iterationsverfahren angewiesen. Der Vorteil des Verfahrens besteht hier, wie übrigens auch 
oben, darin, daß man mit den ersten % Ableitungen eine 2 k-fache Annäherung erzielen kann. 

Wir bezeichnen im folgenden der Deutlichkeit halber die rechte Seite der nach (x) um- 
gestellten Obreschkoffschen Formel ohne Restglied mit 


Mr (7) 
Or,m(y): Y = Yo 2 Pen a Yo) 


Der Fehler y— yist nach wie vor durch das Restglied (2) gegeben. 

Ferner verstehen wir, wie üblich, unter einer Näherung n-ter Ordnung der gesuchten Lö- 
sung y(x) von (8) eine Funktion, deren erste n Ableitungen an der Stelle (x, %,) mit denen 
von 4 (x) übereinstimmen. 

Wir bezeichnen eine solche im folgenden mit Ya, (® x). Die Taylorentwicklung von 


Yay\ x) beginnt also mit 


(B— 80)" 


yet MH... (). 


ya (a) = yo + E20 


Das Ziel in diesem Abschnitt ist zu zeigen, daß, wenn wir in die Obreschkoffsche 
Formel (11) auf der rechten Seite eine Näherung y,„, (x) einsetzen, wir eine Näherung Yazı | x) 


erhalten, solange n <k + mist. Wir beginnen dazu mit dem 
Hilfssatz?°): Die Funktion Y5,(®) sei eine Näherung n-ter Ordnung für die Lösung 
y(x) der Differentialgleichung (8) durch den Punkt (z,, 0). Dann sind auch die Funktionen 
Ya, (®) ll E, 49) N REITER EN 6). 


Näherungen n-ter Ordnung für die »-ten Ableitungen y"=f, (x, y) der Lösung y(x). (Nicht 
etwa bloß (rn — v)-ter Ordnung!) 


Beweis®): Die Funktion f,(x, y) möge die Doppelreihenentwicklung besitzen 


I ( Y) = ala 2? (y yo)? ee (1A): 
Einsetzen der Lösung % 25 ve )e muß die Reihenentwicklung für yP(x) ergeben. 
Nun ist ee 
yo 
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5) Der Hilfssatz erklärt auch, warum ah Picard sche Iterationsverfahren But jedem Schritt bessere 


Näherungen liefert. Denn f, (z, Ya EN ‚(®)) ist eine Näherung Yun 5 | für y’ und daher f Silent YG a - (8) d& eine 
MT (2) für y(r). 20 
SE 


6) Der Beweis schließt sich eng an den Existenzbeweis für die Lösungen von Differentialgleichungen 
. mit analytischer rechter Seite/(z, y) an. Vgl.E.Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leip- 
zig 1930), S. 68 ff. “ 
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Be: Aus der Bedingung 9 + 2 6, = folgt, daß in dem Koeltizienten a, Pi E ei 
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w.z.b.w.. 
Aus dem Hilfssatz ergibt sich nunmehr der angekü; 
Satz: Die Funktion Ya, (z) sei eine Näherung 
Differentialgleichung (8) durch den Punkt (tor y. ‚Setzt 


_Obreschkoffschen Formel (11) ohne Restglied Ein 
‚Ordnung für y, wennn<k+ mist, und von se 


91 
0 re Es ist demnach in leicht verständlicher Schreibweise 
X Ra f A | Ymzı, fen -+ m 
N ie. u) Yan) für nzk+m 
| Um den Beweisgang nicht zu stören, schicken wir die folgende Formel voraus: 
| Min (k = &) (3) (7) | 
Eu A/\R ——— für v<sm 
(— A re  — Bi? 
> |) rm) De) nenne (2). 


0 für m<v<s<k+m 


Diese ergibt sich in einfacher Weise, wenn man in die Obreschkoffsche Formel die 
pezielle Funktion 


yw(2) =(r—%” mit v»sk+m 
einsetzt. Das Restglied Rx,m(%,) verschwindet dann nach (2) identisch. Ferner ist 


en men m 0<ızr 
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gun die Behauptung unmittelbar abgelesen werden kann. 


N Beweis des Satzes: Für f, (x, %,) schreiben wir kürzer y®, und nach dem Hilfs- 
er vn wissen wir, daß die Funktion dr (9 9, O0 (2)\ =y- (x) eine Näherung n-ter Ordnung für: 
9 ®(«) darstellt. Daher ist I 
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4 { A ul A a 1 


art : Setzt N ‚Summe in (11) ein, so bekommt man 
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In diesem Fall kann man die angeschriebenen Formeln für ae Summation bis höchstens“ - > 
k + manwenden. Die Näherung ist also sicher mindestens von (k + m)-ter Sazung! Sie brau ht 
aber nicht BOB höherer Be zu sein, wie EI AeRE er res Er RE N 


2 
Näherung 3. PiERUNg ist etwa yS — = 
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Einsetzen in die Obreschkoffsche oral Oyı 
stens eine Näherung 2. Ordnung. RUN“, er 


Damit sind uns für die näherungsweise Lösung ei | 
lichkeiten gegeben: 


Wir setzen, wenn wir eine (k + m)-te Näherung 


bilden O;,.(y) und iterieren genügend oft, Rt was u. 
ist, wir setzen etwa der Reihe nach u Ber 


viren ’“ 
=0(Y0) 


‚oder 


Pin. 3 are in Bra Aa 
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van One (uasn) oder ya) nun (ue3): 
vw (Yan) 


Man kann natürlich das Verfahren noch in mannigfacher Weise abändern. Die Formeln 
Or-—1,3, Or, bzw. Or, »—ı, Or,» empfehlen sich besonders deshalb, weil sie mit höchstens k 
Ableitungen den höchstmöglichen Grad der Annäherung 2 k— 1 bzw. 2% erreichen. Außerdem 
wird beigegebenemn=k-+ m das Restglied R;,„ nach Formel (2a) gerade für diese Fälle am 
kleinsten. 


Beispiel: Es handle sich um die Lösung der Differentialgleichung 


We yey—i 
durch den Punkt o=1l, y =2. 


Gesucht ist der Funktionswert an der Stelle &=1,2 (s. Fr. A. Willers, Methoden der prak- 
tischen Analysis, Berlin und Leipzig [1928], S. 313 ff.). 

Wir suchen eine Näherung 6. Ordnung. Es ist 
% Y DD 1 y? 


an Ta Kay "Alay pn 


und daher 
“ri y=05 15: 


Die Taylorentwicklung liefert als Näherung 3. Ordnung 
O9): yS = 2792, 
während die Formeln O,,(%); O,,(y) und O,, (y) für y eine quadratische Gleichung ergeben 
und die Werte liefern 
ya =1:786142..; y9=1,792703:; ya 1,791 835: - 
Geht man mit yS = 1,792 in O,, (y) ein, so erhält man 
Ya = 9. (ya) = 1,791 861 23 - 
Iteration liefert der Reihe nach die Werte 
1,791 868 97; 1,791 868 54; 1,791 868 57; 1,791 868 57; - - - 

Anschließend ergibt sich 

Ya, = Os (ya) = 1,791 87127 und mit Iteration 
BONS 21L15,0 17.708 24.16'71,791.871:16:, 2; 


- und schließlich 


yo = 04. (96) — 1,791 870 %0 und mit Iteration 
R 1,791 870 9157217791 :810 91; 
Rechnet man, ohne zu iterieren, nach dem Schema 
Y%9=2% ya 0990: y5 = Ya); 95 — In Yo); 
y@) =0,,(y@): Y 96) =0,, (ya; IS 7 =0,, (45); 


ne Z 


so erhält man die Werte 
ya =18; Ya = 1,792 97; ya = 1,791 818; 


yS = 1,791 871 40; y5 = 1,791:871 15; yo 1,791 870 9. 


_ Für eine Fehlerabschätzung ist y(?(x) notwendig. 
Man findet, daß y®(x) in dem Intervall [1; 1,2] zwischen 80 und 440 liegt. ‘Daher liegt 
der Fehler nach Gleichung (2a) zwischen —5,6.10”® und —1,1.10°®, 


Eingegangen am 8. Februar 1949. 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Uber die Reflexion elastischer Wellen an der 
Grenzfläche eines festen Mediums. | 

Bei der Untersuchung von Stoßwellen in festen 
durchsichtigen Medien mit Hilfe der Funkenkinemato- 
graphie durch Schardin, Struth u.a.fiel auf, 
daß bei der Reflexion von Druckwellen an Grenz- 
flächen auf den Aufnahmen außer der einfallenden 
Druckwelle im allgemeinen nur eine reflektierte Schub- 
welle, kenntlich als solche durch ihre Laufgeschwindig- 
keit bzw. durch ihren Neigungswinkel, zu erkennen ist, 
während sich die ebenfalls erwartete reflektierte Druck- 
welle im allgemeinen der Beobachtung entzieht. Dieser 


bemerkenswerte Befund soll im folgenden verständlich‘ 


gemacht werden. Da es sich hier nicht um eine Er- 
scheinung handelt, die durch ihren Stoßwellencharakter 
und die damit verbundenen Abweichungen von den 


esse 
ei 


7 
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AS 


Gesetzmäßigkeiten der klassischen Elastizitätstheorie 
bedingt: ist, genügt es dabei, rein elastisch zu rechnen, 

Fällt eine ebene Druckwelle mit dem Drucksprung 
p, aus dem Material kommend, unter dem Winkel «& 
auf die als eben und frei angenommene Grenzfläche 
auf, so werden von dieser im allgemeinen sowohl eine 
Druckwelle der Stärke p’ wie auch eine Schubwelle 
der Stärke 7’in das Medium zurück reflektiert, erstere 
nnter dem Winkel «, letztere unter einem Winkel ß, 
der mit & durch das ‚‚Brechungsgesetz‘“ 


sina _ Clone. _ 52 
sin ß Ctransv. 1—2u 


verknüpft ist; dabei bedeuten Cong. UNE Etrangy. ie 
Laufgeschwindigkeiten von Druck- bzw. Schubwellen 
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und «die Poissonsche Zahl der Querkontraktion. Ent- 
sprechend würde eine primäre Schubwelle der Stärke 7 
mit der Scherung in der Einfallsebene, die unter dem 
Winkel ß auf die Grenzfläche auftrifft, je eine Druck- 
welle (2°) und eine Schubwelle (7’’) mit: den Neigungs- 
winkeln & bzw. ß hinter sich herziehen. 

Aus den Grundgesetzen der Elastizitätstheorie folgt 
nun für die Stärken der reflektierten Wellen das Glei- 
chungssystem 
pP =pR dp (kr 1): 
PETE (R— 1) te 2er: .R;. 
mit der Abkürzung 

_ teßtg 2P —tgo 

tgßtg?2B Higa' 
Fragt man nun nach denjenigen Winkeln & bzw. ß, für 
die die reflektierte Druckwelle p’ ausfällt, d.h. für die 
der Reflexionskoeffizient R verschwindet, so bekommt 
man rechnerisch bei Verwendung des Brechungsge- 
setzes eine algebraische Gleichung dritten Grades für 
sin? ß, nämlich 

sin®ß — (2— u) sin 8+(1- u) sin? -(1-u)/8=0. 
Von ihren drei Lösungen ist die eine stets reelle Lösung 
immer größer als 1, führt also zu komplexen a- und 
B-Werten, entsprechend den Raleigh’schen Oberflächen- 

-wellen. Die beiden restlichen Lösungen sind nur reell 


für u < 0,274, führen aber dann auch zu reellen Winkel- 
werten. Man kann diese Werte aus der Fig. 1 .ent- 


ctg 28, 
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nehmen, in der & als Abszisse und ß als Ordinate auf- 
getragen sind. Von den beiden Kurvenscharen stellt 
die eine den durch das Brechungsgesetz gegebenen Zu- 
sammenhang zwischen diesen Winkeln dar, mit den 
eingetragenen w-Werten als Parameter. Die zweite 
Kurvenschar entspricht in gleicher Weise der obigen 
Formel für den Reflexionskoeffizienten R. Die Schnitt- 
punkte der verschiedenen Kurven der ersten Schar mit 
der speziellen Kurve R = 0 der zweiten Schar geben 
die gesuchten Winkelkombinationen an, für die nur 
eine reflektierte Welle auftritt. Im besonderen ist der 
auf der R=0-Kurve gelegene Punkt «= 60°, = 30° 
für a=1/,in Bild1 durch einen kleinen Kreis markiert. 
Die übrigen R-Kurven lassen durch ihre Schnitt- 
punkte mit den u-Kurven erkennen, um wieviel man 
bei einem beliebig vorgegebenen u und & vom Polari- 
sationsfall R=0 abweicht. Eine Umzeichnung auf ein 
&%-u-Diagramm führt zu Bild 2, in dem die Bereiche 
IR] < 10% und 10% <|R| <20% durch verschie- 
dene Schraffur gekennzeichnet sind. Beispielweise 
bleibt |%| für u= 1, innerhalb des relativ großen 
Bereiches 53° <a < 80° unter 10%, und ähnliches 
gilt für benachbarte u-Werte. Damit scheint verständ- 
lich zu werden, daß bei den Stoßwellenaufnahmen an 
Glas, bei dem man etwa mit «=0,23 zu rechnen hat, 
bei den meist zur Beobachtung gelangenden großen 
a-Werten reflektierte Druckwellen als zu intensitäts- 
schwach im allgemeinen nicht zu sehen sind. 


Göttingen, Fritz Sauter. 


BUCHBESPRECHUNGEN 


Dr.habil.F.Ringleb, Mathe matische For- 
melsammlung. (Sammlung Göschen Bd. 51.) 
5. verbesserte Aufl. 274 8. mit 37 Abb. Berlin 1949. 
Verlag Walter de Gruyter u. Co. Preis brosch. 2,40 DM. 

Eine Empfehlung dieses weitverbreiteten Bändchens 
erübrigt sich. Die vorliegende fünfte Auflage ist im 
wesentlichen ein unveränderter Abdruck der vierten. 
Von Änderungen seien erwähnt, daß dem Paragraphen 
über die Differentiation von Funktionen mehrerer Ver- 
änderlicher ein kurzer Abschnitt über Transformations- 
formeln eingefügt und daß der Paragraph über spezielle 
Funktionen umgearbeitet und um je einen Abschnitt 
über elementare transzendente Funktionen einer kom- 
plexen Variablen und über hyperbolische Funktionen 
erweitert ist. 

Dresden. Willers. 

Dr.-Ing. K. Beyer (ord. Prof. a. d. Techn. Hochschule 
Dresden), Die Statikim Stahlbetonbau. 
Zweite, vollständig neu bearbeitete Auflage. Be- 
richtigter Neudruck. 804 S. mit 1372 Abb. im Text, 
zahlreichen Tabellen und Rechenvorschriften. Berlin 
1948. Springer-Verlag. Preis geb. 66,— DM. 

Das in der Fachwelt durch 2 Auflagen seit Jahren 
bekannte Werk des Verfassers ist. lange Zeit vergriffen 
gewesen und vor kurzem dank der Energie des Springer- 
Verlages als berichtigter Neudruck neu erschienen, um 
zur Lösung der zahlreichen Aufgaben des konstruktiven 
Ingenieurbaues beizutragen. Das Buch behandelt als 
Lehrbuch die wissenschaftlichen Grundlagen für die 
Statik des Stabwerks, der Platten, Scheiben und 
Schalen, soweit die Theorie im konstruktiven Ingenieur- 
bau nötig ist. Es wird durch zahlreiche Tabellen, 
Rechenyorschriften und Anwendungsbeispiele außer- 
dem zum Handbuch der Baustatik. Diese Synthese 
von Theorie und Anwendung ist für das Werk cha- 
rakteristisch und dürfte zu seiner Verbreitung wesent- 
lich beigetragen haben. Leider hat sich die Absicht 
des Verfassers nicht verwirklichen lassen, die An- 
wendung der Baustatik im Stahlbau eindringlicher 
hervorzuheben, wie dies bei einer neuen Auflage der 
all gewesen wäre. Dies hätte sich leicht durch Kür- 
zung des gegenwärtigen Umfangs erreichen lassen und 


den Kreis der Freunde dieses Buches erweitert. Die 
Not der Zeit hat diese Absicht vorläufig verhindert. 
Sie wird aber, wie wir hoffen, nicht vergessen werden. 
Der Verfasser beschäftigt sich insbesondere mit der 
Statik des Stabwerks und in Verbindung damit wohl 
mit allen Bauaufgaben, die sich mit dieser Theorie 
lösen lassen. Die Statik der Flächentragwerke tritt 
zurück. Sie wird nur soweit behandelt, als dies zum 
Verständnis der Fachliteratur und zur Bearbeitung 
der wichtigsten Aufgaben notwendig ist. Wir sind 
überzeugt, daß das Buch sich auch in der bescheidenen 
Form eines Neudrucks wiederum Freunde erwerben 
und die Arbeit: des Ingenieurs durch seine kurze, klare 
Darstellung erleichtern wird. 

Dresden. A. Hütter. 

Dr. Ludwig Prandtl (Prof. a.d. Univ. Göttingen), 
Führer durch die Strömungslehre. 
3. Aufl., 407 S. Braunschweig 1949. Fr. Vieweg u. 
Sohn. Preis geb. 16,— DM. 

Man kann es dem Altmeister der Strömungslehre 
nicht genug danken, daß er sein weltbekanntes Buch 
nach dem Krieg in neuer Bearbeitung herausgebracht 
hat. Der Text ist weiter durchgefeilt. Vor allem aber 
hat sich der Verfasser die große Mühe gemacht, aus 
der immensen deutschen Geheimliteratur, die mit 
Kriegsende frei geworden ist, alles Wichtige einzu- 
arbeiten oder doch wenigstens zu erwähnen; auch 
schwer zugängliche ausländische Ergebnisse sind ver- 
wertet. So ist der ‚‚Führer‘‘ für jeden, der sich phy- 
sikalisch oder technisch mit Strömungsproblemen be- 
faßt, von einzigartigem Wert, zumal da in Deutschland 
dem Einzelnen gerade die modernste Literatur nicht 
zugänglich ist. . 

Besonders interressant fand der Ref. die Darlegungen 
über die Entstehung der Turbulenz. Die von Tollmien 
früher berechneten instabilen Störungswellen sind im 
Bureau of Standards, Washington, in quantitativer 
Übereinstimmung mit der Theorie nachgewiesen wor- 
den. Auch sonst gibt es auf dem Gebiet der Turbulenz 


"manches Neue, weiter besonders auch in der Gasdyna- 


mik, in der Dynamik der Atmosphäre und in der Wär- 
meübertragung. 
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Der Umfang des Buches ist trotz der erstaunlichen 
Fülle des Mitgeteilten handlich geblieben. Dank der 
großen Darstellungskunst liest man ohne jede Ermü- 
dung, immer gefesselt durch die Plastik der phänome- 
nologischen Beschreibung und die Eleganz, mit der 
schwierige Ableitungen oft in wenigen Zeilen durch 
„Abschätzungen‘‘ in ihrem Kern erfaßt werden. Da 
das Buch didaktisch vom Einfachen zum Schwierigen 
fortschreitet, ist es auch für den Anfänger hervorragend 
geeignet, sofern sich dieser nicht dazu verführen läßt, 
die Mühe weiteren Eindringens zu sparen; in manchem 


wird es die Liebe zur Strömungslehre wecken. — Der 
Druck könnte klarer sein. 
Stuttgart. A. Weise. 


Dr. H. Dänzer (Prof. an der Universität Frankfurt 
a.M.), Einführung in die theoretische 
Kernphysik._Vorlesungen und Vorträge. Wissen- 
schaftliche Bücherei Gruppe Bibliotheca Biophysica. 
Herausgeg. v. Dr. B. Rajewski, o. Prof. a.d. 
Univ. Frankfurt a. M.). 187 S. m. 40 Abb. Karlsruhe 
1948. Verlag G. Braun GmbH. Preis geb. 10,— DM. 

Das vorliegende Buch schließt eine fühlbare Lücke 
in der deutschen Literatur über Kernphysik, da eine 
große Zusammenstellung über die Theorie der Atom- 
kerne fehlt. Das Werk ist insofern nicht lehrbuchartig 
ausgewogen, als Arbeitsgebiete des Verfassers beson- 
ders ausführlich behandelt sind. Für die Lebendigkeit 
der Darstellung bedeutet dies jedoch einen großen Vor- 
teil. Die Gedankengänge sind mit einfachen Mitteln 
dargestellt, die Beweise sind möglichst vollständig 
durchgeführt. So ist ein Buch entstanden, das etwa 
für ältere Physikstudenten die geeignete Einführung 
in das Gebiet bilden wird. 


Dresden. A. Receknagel. 


Dr. €. Ramsauer (o. Prof. an der Technischen Uni- 
versität Berlin. Physik— Technik—Päd- 
agogik. (Erfahrungen und Erinnerungen.) (Wissen- 
schaftliche Bücherei). IV + 130 S. m. 4 Abb. Karls- 
ruhe.1949. Verlag G. Braun. Preis brosch. 4,20 DM, 

Das Buch enthält die bekannten Arbeiten C. Ram - 
sauers über die Stellung der Physik in Natur- 
wissenschaft und Technik, Ausbildung des Physikers, 
Reform des Physikunterrichtes usf. Diese Aufsätze 
sind ja so viel diskutiert worden, daß die Zusammen- 
stellung in Buchform sicher von vielen Seiten herzlich 
begrüßt werden wird. Einen besonderen Reiz erhält 
das kleine Werk durch den Aufsatz ‚‚Meine physika- 
lischen Erinnerungen‘, der nicht nur Ramsauers 
eigenes erfolgreiches Wirken darstellt, sondern auch 


eine hochinteressante, aus unmittelbarer Bekannt- 
schaft geschöpfte Charakteristik von Ph. Lenard 
enthält. 


Dresden. 


Dr.-Ing. €, Pfleiderer (Prof. a.d. Techn. Hochschule 
Braunschweig), Die Kreiselpumpen für 
Flüssigkeiten und Gase, Wasser- 
pumpen, Ventilatoren, Turbogebläse, 
Turbokompressoren. 3. neubearb. Aufl. 
XI-+ 518 S. m. 353 Abb. Berlin, Göttingen, Heidel- 
berg 1949. Springer Verlag. Preis geh. 51,—DM, 
geb. 54,60 DM. 

Man konnte gespannt sein, wie der Verf. seine Idee, 
alle Strömungsmaschinen gemeinsam zu behandeln, 
in seinem Buch einer Teillösung zuführen würde. Es 
liegt nun in Gestalt der 3. Aufl. des bekannten Werkes 
des Verfassers eine recht einheitliche und völlig ver- 
wobene Darstellung von Kreiselpumpen für Flüssig- 
keiten und Gase bis zu den modernen Flugzeugladern 
und Axialverdichtern vor. Es ging dabei ohne Zwang 
ab, so daß das Vorhaben als gelungen bezeichnet werden 
muß. Der Skeptiker wird nun sagen, daß sich die Tur- 
binen, besonders die Dampfturbinen einer Einbezie- 
hung wiedersetzen dürften. Der Ref. möchte aber 
wünschen, daß auch solch ein Buch geschrieben würde. 
Die Vorteile werden in dem vorliegenden Werk über- 
zeugend: der Studierende spart nicht nur viel Mühe 
des Lernens, sondern erfaßt auch die Unterschiede 
schärfer; der Praktiker erweitert sein Blickfeld und 
erhält gewiß manche neue Anregung. 

Außer den heute vorhandenen Berechnungsgrund- 
lagen, die zu einem guten Teil vom Verf. selbst ge- 
schaffen wurden, außer der Darstellung der Bauformen 
unter dem Gesichtspunkt der Funktion und der kon- 
struktiven Ausführung, findet man in der Neuauflage 
eine einfache und knappe Darstellung der nötigsten 
strömungstechnischen Grundlagen und einen Abschnitt 
über die Festigkeit der Räder. 

Man staunt, wie behelfsmäßig heute vielfach noch 
die Fragen, die über die einfache Stromfadentheorie 
hinausgehen, mangels etwas Besseren, behandelt wer- 
den müssen. Hier gibt es noch ein dankbares Feld für 
die Strömungsforschung, die sich besonders der engen 
und weiten Schaufelgitter in Theorie und Versuch an- 
nehmen sollte. , Des Verfassers Kritik am Vorhandenen 
ist vielfach berechtigt. Ein Fortschritt auf diesem 
Gebiet würde es wahrscheinlich auch ermöglichen, die 
Lehre von den Kreiselpumpen und Kreiselverdichtern 
übersichtlicher und einfacher sowie noch einheitlicher 
zu gestalten. 


Stuttgart. 


Recknagel. 


A. Weise. 


Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen. 


EINGEGANGENE BÜCHER 


Bei der Schriftleitung sind folgende Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung bleibt vorbehalten). 


D.Hilbertund W. Ackermann, Grundzüge der 
theoretischen Logik. (Die Grundlehren der 
mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen 
mit besonderer Berücksichtigung der Anwendungsge- 
biete, Band XXVII.) VIIT+1558. (3. Aufl.) Berlin- 
Göttingen-Heidelberg 1949. Springer-Verlag. Preis 
brosch. 16,50 DM., gebd. 19,80 DM. 


Professor Dr.-Ing. Ferdinand Schleicher, Taschen- 
buch für Bauingenieure (berichtigter Neu- 
druck). XXIII + 1942 S. mit 2403 Abb. Berlin-Göt- 
ze 1949. Springer-Verlag. Preis gebd. 


Verantwortlich für den Inhalt: Prof. Dr. Fr. A. Willers ‚ Dresde 


Professor Dr. F. Hund, (o. Prof.a.d. Univ. Jena), 
Wirkungsquantum und Naturbe- 
schreibung (Deutsche Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin. Vorträge und Schriften. Heft 35). 
Berbnı 1949. Akademie-Verlag. 188. Preis brosch. 

‚50 DM. ’ 


Dr. se. techn. F. Schultz- Grunow (o. Prof. f. allgem. 
Mechanik an der Techn. Hochschule Aacken), Ein- 
führungindie Festigkeitslehre. 2448. 
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